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NHUNG BIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay cé giao giang bai, luén luén cé SGK trudc mat. Tuy nhién
khong viét, vé thém vao SGK dé nam sau cac ban khac cé thé ding dugc.

2. Vé trinh bay, sach gidao khoa cé hai mang : mang chinh va mang phu.

Mang chinh gébm cac dinh nghia, dinh li, tinh chat,... va thudng duoc déng
khung hoAc cé dudng vién 8 mép trai. Mang nay dudc in IUi vao trong.

3. Khi gap Cau hoi | ?

, can phai suy ngh, tra 18i nhanh va dung.

4. Khi gadp Hoat dong }% phai ding bat va gidy nhap dé thuc hién nhing
yéu cau ma hoat déng doi hoi.
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PHEP DOI HiINH VA PHEP DONG DANG
TRONG MAT PHANG

Biic tranh cua hoa st Ha Lan Et-se (M.C. Escher) gom nhimg hinh bdng
nhau mé td cde chién binh trén lung ngua. Cdc hinh nay phi kin mdt phang.
Hai chién binh va ngua ciing mau (trang hodc den) tuong 1img vor nhau qua
mét phép tinh tién. Hai chién binh va nguwa khdc mdu thi tuong wng voi nhau
gua mot phép déi xung truc va tiép theo la mot phép tinh tién.

Nghé thudt diing nhitmg hinh bdng nhau dé ldp day mdt phang duoc phdt
trién manh mé vao thé'ki XIII o nuce I-ta-li-a.

Chuong nay néi vé cac phép ddi hinh va déng dang trong mat phing.
Hoc sinh s& lam quen véi phép tinh tién, phép d6i xing truc, phép quay,
phép vi tu, ... va sé hiéu thé& nao |a hai hinh bang nhau, thé€ nao |1a hai
hinh déng dang mét cach téng quat.

Hoc sinh can ndm dugdc dinh nghia clia cac phép néi trén va cé thé ap
dung ching dé giai cac bai toan khéng qua phirc tap.
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MO PAU VE PHEP BIEN HINH

1. Phép bién hinh

Trong Dai s6, ta da bi€t mot khai niém quan trong : khai niém "ham sé6".
Ta nhac lai : N€u ¢6 moét quy tac dé véi méi s6 x € R, xdc dinh duoe mot
s6 duy nhit y € R thi quy tac dé goi la mét ham sé xdc dinh trén tdip so
thue R.

Bay gid, trong ménh dé trén ta thay s6 thuc bang diém thuéc mdt phang thi
ta duoc khdi niém vé phép bién hinh trong mat phang. Cu thé 1a

Néu c6 moét quy tac dé véi méi diém M thuée mat phang, xdc dinh duoc
mot diém duy nhat M’ thuoc mat phang Ay thi quy tac dé goi la mot phép
bién hinh (trong mdt phdng).

Vay ta co

DINH NGHIA
Phép bién hinh (trong mdt phang) la mét quy tdc dé voi moi
diéem M thuoc mat phang, xdc dinh diwoc mét diém duy nhdt
M’ thuéc mat phang dy. Diém M’ goi la danh ciia diém M qua
phép bién hinh do.

2. Cacvidu

Vidu 1 ;g3

Cho dudng thang d. V&i mbi di€ém M, ta xdc dinh
M’ 1a hinh chiéu (vuéng goc) ciia M trén d (h.1)
thi ta duoc mét phép bién hinh.

Phép bién hinh nay goi la phép chiéu (vuong M
goc) lén duong thing d.

Vidu 2

Cho vecto u, v6i mbi diém M ta xdc dinh di€m y "
M’ theo quy tac MM’ =i (h.2). /

Nhu vay ta cting cé moét phép bi€n hinh. Phép M
bi€n hinh d6 goi 1a phép tinh tién theo vecto u. Hinh 2
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Vidu 3

V&i mbi diém M, ta xdc dinh diém M’ tring véi M thi ta ciing diroc mot
phép bi€n hinh. Phép bi€n hinh dé goi 14 phép déng nhat.

3. Ki hiéu va thuat ngir

Néu ta ki hiéu mot phép bién hinh no dé 1a F va diém M’ 1a anh cha diém M
qua phép bién hinh F thi ta viét M" = F(M), hoac F(M) = M’. Khi dé, ta con
n6éi phép bién hinh F bién diém M thanh diém M'.
Vi mbi hinh -#, ta goi hinh .# * gém cdc diém M’ = F(M), trong dé M € .#, 1A
anh cua K qua phép bién hinh F, vaviét. 5 = F(I).

R 1) Hay vé mot dudng tron va moét dudng thdng d réi vé anh clia dudng tron gua
phép chiéu Ién d.

2) Hay vé moét vecto i va mot tam giac ABC roi lan Iuct vé anh A’, B, €’ clia cac dinh A,
B. C qua phép tinh tién theo vecto ii. Cé nhan xét gi vé hai tam giac ABC vaABC’?

PHEP TINH TIEN
VA PHEP DCJI HINH

1. Binh nghia phép tinh tién
Ta nhac lai dinh nghia phép tinh tién da néi 6 Vidu 2 §1 :

Phép tinh tién theo vecto i la mét phép bién hinh bién diém
M thanh diém M’ sao cho MM’ = ii .

Phép tinh ti€n theo vecto # thuwdng dwoc ki hiéu 1a 7 hoac T;. Vecto u
dwoce goi la vecto tinh tién.

2| Phép dong nhdt ¢é phai la phép tinh tién khong ?

2. Cac tinh chat cua phép tinh tién

1
ﬁ Gia sl phép tinh tién theo vecto i bién hai diém M, N lan lugt thanh hai diém M’, N”.

Cb nhan xét gi vé hai vectc MN va M’N’ ? So sanh dé dai hai vecto dé.
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Vay ta c6 dinh li

PINH LI 1

Néu phép tinh tién bién hai diém M va N lan luot thanh hai
diém M’ va N’ thi M'N"’= MN.

Nguwoi ta dién ta tinh chat trén cua phép tinh ti€n 1a : Phép tinh tién khong
lam thay doi khodng cdch giita hai diém bat ki.

DINH LI 2

Phép tinh tién bién ba diém thdng hang thanh ba diém
thang hang va khong lam thay déi thit tu ba diém dé.

Chitng minh

Gia str phép tinh ti€n bi€n ba diém A, B, C thanh ba diém A’, B’, . Theo
dinhli 1,tacé A'B'= AB,B'C"'=BC va A'C" = AC.

Néu A, B, C thang hang, B nam giita A va C thi AB + BC = AC. Do dé ta
cling cO AB"+ B'(C'=A'C’, tirc la A", B, ("’ thezmg hang, trong dé B’ nam
gitra A" va ", [

Tir dinh 11 trén, ta dé dang suy ra hé qua sau day

HE QUA

(" Phép tinh tién bién duong thang thanh duong thang, bién\
tia thanh tia, bién doan thdng thanh doan thang bdng né, bién
tam gidc thanh tam gidc bang né, bién diwong tron thanh
duong tron ¢é cung ban kinh, bién goc thanh géc bdang né.

. S

3. Biéu thirc toa dé cla phép tinh tién

Trong mat phang véi hé truc toa dé Oxy, cho phép Y4 74
tinh ti€n theo vecto . /"/'.M'
Biét toa do ctia # 1a (a ; b). Gid sir di€ém M(x ; y) M
bi€n thanh di€ém M'(x"; v") (h.3). 0 +
o . X' = x4q
Khi do ta c6 ) Hinh 3
y =y+b.
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Coéng thitc trén goi 12 hiéu thitc toa do ciia phép tinh tién theo vecto

u(a , b).

2
ﬁ Hay giai thich vi sao cé céng thic trén.

4. Ung dung cta phép tinh tién
Bai toan 1
Cho hai diém B, C ¢6 dinh trén diong tron (O ; R) va mét diém A thay doi
trén duong tron dé. Chitng minh rdang truc tam tam giac ABC nam trén mot
duong tron cé dinh.
Giai
Néu BC' la dwong kinh thi trire tAm H cua tam gidc
ABC chinh 14 A. Vay H nam trén dudng tron co
dinh (O ; R).
Néu BC khéng phai la dudng kinh, vé& duwdng kinh
BB’ cua duong tron (h.4).

Dé thay rang néu H 1a truc tAm cla tam gidc ABC

thi AH = B'C (trén hinh 4, diéu d6 suy tir nhan xét
tir gidc AHCB' 1a hinh binh hanh).

Hinh 4

Nhur vay, phép tinh tién theo vecto ¢d dinh B’C bi€n diém A thanh diém H.

Do d6, khi A thay déi trén (O ; R) thi triue tAm H lu6én nam trén dudng tron
c6 dinh 13 anh cua dudng tron (O ; R) qua phép tinh ti€n ndi trén. ]

Bai
Hai thon nam o hai vi tri A va B cdch
nhau moét con song (xem rang hai bo
song la hai duong thang song song)
(h.5). Newoi ta dir dinh xday mot chiéc M s

cdu MN bdc qua song (c6 nhién cdu — sl ool el e el el e ool
phai vuéng goéc voi bo séng) va lam hai
doan dwong thang tir A dén M va tir B
dén N. Hday xdc dinh vi tri chiéc cdu
MN sao cho AM + BN ngan nhdt.

—

oan 2

Hinh 5
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Nhdn xét

Bai todn sé rit don gian n€u con séng rit hep, hep dén mirc hai bd séng a
va b xem nhur trung véi nhau.

3
ﬁ Hay gidi bai toan trong truéng hop dac biét do.

Trudng hop téng quat (h.5) c¢é thé dua vé trrdng hop trén bang mot phép
tinh ti€n theo vecto MN dé a trung b. Khi d6 di€ém A bi€n thanh diém A’
sao cho AA' = MN vi do d6 A'N = AM.

4
ﬁ TU goi y d6, hay giai bai toan trong trudéng hdp téng quat.

5. Phép ddi hinh

Khéng phai chi ¢6 phép tinh ti€n "khéng 1am thay déi khoang cich giita hai
diém" ma con nhiéu phép bién hinh khic ciing cé tinh chit d6 (tinh chit nay
con duoc goi 1a tinh chat bdo toan khodng cdch giira hai diém). Ngudi ta goi
cac phép bién hinh nhu vay 1a phép doi hinh.

DINH NGHIA

Chi v rang cdc tinh chit dia néu ctia phép tinh ti€n duoc chirng minh chi

Phép doi hinh la phép bién hinh khong lam thay doi khodng

cdach giita hai diém bdt ki.
dwa vao tinh chat "khéng lam thay déi khodng cdch giita hai diém". Boi
vay, cdc phép doi hinh ciing ¢6 nhitng tinh chat d6. Cu thé ta c6

DINH LI
(" p

hang va khéng lam thay doi thit tu ba diém dé, bién duong

hép doi hinh bién ba diém thdang hang thanh ba diém H".'ffr;

thang thanh duong thdng, bién tia thanh tia, bién doan thdng
thanh doan thdng bdang né, bién tam gidc thanh tam gidc
bdng no, bién dwong tron thanh duong tron co cing ban

H

kinh, bién géc thanh géc bang né.

.
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Céu hoi va bdii tép

Qua phép tinh tién T theo vecto u # 0, dudng thang d bién thanh
duong thang d’. Trong trudng hop nao thi : d trung d” ? d song song véi d’ ?
dcat d’?

Cho hai dudng thang song song @ va a’. Tim tit ca nhitng phép tinh tién
bi€n a thanh a’.

Cho hai phép tinh ti€n T vad T:. V&i di€ém M bat ki, 7> bi€n M thanh
di€m M’, T> bi€n M’ thanh di€m M". Chitng t6 rang phép bi€n hinh bi€n M
thanh M"” 1a mét phép tinh tién.

Cho dudng tron (O) va hai diém A, B. Mot diém M thay déi trén dudng
tron (O). Tim quy tich diém M’ sao cho MM; + Mfi = MB

Trong mat phang toa dé Oxy, véi @, a, b 1a nhitng s6 cho trudce, xét phép
bi€n hinh F bi€n méi diém M(x ; y) thanh diém M’'(x" ; y’), trong dé

x'= xcosa — ysina +a
y'= xsina + ycosa + b.

a) Cho hai diém M(x; ; y;), N(x5 ; y») v goi M’, N’ lan luot 1a dnh cta M,
N qua phép F. Hay tim toa d6 cuia M"va N'.

b) Tinh khoang cdch d gitrta M va N ; khoang cdach d" gitta M" va N'.

c) Phép F c6 phai la phép doi hinh hay khéng ?

d) Khi @ = 0, chitng té rang F 1a phép tinh ti€n.

Trong mat phang toa d6 Oxy, xét cdc phép bién hinh sau day :

— Phép bién hinh F bi€én mobi di€ém M(x ; y) thanh di€m M(y;—x);

— Phép bi€n hinh F, bién méi diém M(x ; y) thanh diém M'(2x ; y).

Trong hai phép bién hinh trén, phép nao 1a phép doi hinh ?
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PHEP POI XUNG TRUC

1. Pinh nghia phép ddi xing truc

i
Ta nhac lai : Piém M’ goi la déi xiing véi diém M qua
duong thdang a néu a la dwong trung truc ctia doan
thang MM’ (h.6). Néu M ndm trén a thi ta xem M doi
xtng voi chinh no qua a. M u! o« M'
Phép d6i xing qua dudng thang a duwoc dinh nghia
nhur sau Hinh 6

DINH NGHIA 1

Phép déi xitng qua duong thdng a la phép bién hinh bién mai
diém M thanh diém M’ déi xiing véi M qua a.

Ki hiéu va thuat ngir
Phép d6i xitng qua dudng thang a thudng dwoc ki hiéu la D,. Phép déi xiing
qua dudng thang con goi don gian 1a phép déi xitng truc.

Duong thang a goi 1a truc cua phép déi xitng, hay don gian 1a truc déi xirng.

21| Qua phép doi xitng truc D, nhitng diém nao bién thanh chinh né ?

o

22| Néu phép doi xiing truc D, bién diém M thanh diém M’ thi né bién diém M’
thanh diém nao ? Néu né bién hinh . thanh hinh .9 thi né bién hinh "'

thanh hinh nao ?

2. Dinh li

[ Phép doi xitng truc la mot phép doi hinh. ]

ﬁ1 (P& chimg minh dinh Ii)
Gia st D, la phép d6i xing qua dudng thng a. Ta chon hé truc toa d6 Oxy ma Ox la
duong thdng a (h.7).

10
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L&y hai diém tuy y A(x,; y,) va B(xp; yp), hay viét B
toa d6 clia A"=D _(A) va B’= D (B) réi dung céng
thifc tinh khoang cach dé chimng minh A’B’= AB.

(&~

CHU Y

]
Re——r+— X
=]

NEn
Y

Qua hoat déng trén, ta thiy néu B’
phép d6i xing qua truc Ox bi€n Hinh 7
di€ém M(x ; y) thanh di€ém M'(x"; y) thi

¥ =X
Y =y

Coéng thitc trén goi 1a bi¢u thitc toa do ciia phép doi xiing

qua truc Ox.

23| Phép doi xitng qua truc Oy cé biéu thiic toa dé nhu thé nao ?

3. Truc ddi xirng cua mdt hinh

Chiing ta hidy quan sdt bén hinh sau day (méi chir c4i 13 mo6t hinh) :

A D P Q

Nguwdi ta néi hinh thit nhit va hinh thit hai ¢é tinh "caAn xtng" vi véi moi
hinh, cé thé tim thdy mot dudng thang sao cho phép d6i xtng qua dudng
thang dé bién hinh 4y thanh chinh né. Cdc dwong thang dé goi 1a truc d6i
xtng ctia méi hinh. Hai hinh con lai khéng "cin xitng" vi chiing khéng cé

nhitng dudng thang nhu vay.
DINH NGHIA 2
Duong thang d goi la truc déi xitng cua hinh H néu phép déi

xting truc By bién S thanh chinh né, ticc la B (H' ) = K.

Mot hinh c¢é thé khéng ¢6 truc doi xtng, ciing c¢6 thé cé6 mot hay nhiéu
truc déi xing.

11
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Trong cdc hinh sau day, hinh nao cé truc doi xiing va cé mady truc ? (Moi

chit cai la mot hinh)
A B CDWDEGHI KL
M N OPQRSTUYV XY !Z

—> (> L1

Hay lam thu !

Cdc em hday nho mét giot mice lén mot to gidy trdng, réi gdp to gidy theo
mot duong thang di qua giot muc dé. Ap hai phdn cia to gidy sdt vao nhau
roi mo ra. Cac em sé duwoc nhitng hinh ¢é truc doér xung kha ki thu !

Dudi day gioi thiéu voéi cac em mot sé hinh nhuw vay.

4, Ap dung

12

Negudi ta té6 chitc mét cude chay thi
trén bai bién véi diéu kién sau : Céc
van dong vién xuAt phat tir dia di€ém
A va dich 1a dia diém B, nhung trude
khi dén B phai nhing minh vao nude
bién (ta gid sir rang mép nude bién 1a
moét dudng thang) (h.8).

Dé chién thang trong cudc chay dua
nay, ngoai téc do chay, con cé mot
yéu t6 quan trong la van déng vién
phai x4c dinh vi tri M & mép nuwéc ma minh phai chay tir A t6i dé nhing
minh vio nude bién, réi tir d6 chay dén B sao cho quing dudng phai chay
[A ngan nhat.

Hinh 8
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10.

Nhur vay, bai todn c6é thé phit biéu duwéi dang -‘{q
todn hoc thuan tuy sau day %

*
Cho hai diém A va B nam vé moét phia ciia N oo + B
duong thang d (h.9). Hay xdc dinh diém M trén M d
d sao cho AM + MB bé nhdt. Hinh 9

Néu hai diém A va B ndm vé hai phia cia duong thang d thi 16i gidi bai
todn trén rdt don gidn. Trong truong hop dé, diém M cdn tim la diém nao ?
Biy gid xét trudng hop A, B nam vé mot phia cia d. Hay 1dy diém A’ déi
xtng véi A qua d, va chi y rang : AM + MB=A'M + MB.

2
Vi goi y trén day, hay néu I16i gidi clia bai toan.

Céau hoi va bdi tép
Qua phép d6i xing truc P, (a 1a truc déi xing), dudng thang d bién thanh
dudng thang d’. Hay tra 15i cdc cau hoi sau :
a) Khi nao thi d song song véi d” ?
b) Khi nao thi d trung véi d" ?

. \_ \ Tt . a 7 > 5, - - A \
c) Khi nao thi d cat d"? Giao diém cua d va d’ c6 tinh chat gi ?

d) Khi nao d vuéng gbéc voi d’ ?
Trong mat phang toa dé Oxy, cho cidc dudng tron (¢)) va (¢) lan lot ¢
phuong trinh :
(‘€y) : X4 _}92 = 4%+ 53 4=10
(%) : x> +y> +10y-5=0.
Viét phurong trinh anh ctia méi dudng tron trén qua phép déi ximg cé truc Oy.

Cho géc nhon xOy va mét diém A nam trong géc d6. Hiy x4c dinh diém B
trén Ox va diém C trén Oy sao cho tam gidc ABC ¢6 chu vi nho nhat.

Cho hai diém B, C c6 dinh nam trén dudng tron (O ; R) va di€m A thay déi
trén dudng tron d6. Hiy dung phép déi ximmg truc dé chitng minh rang truc
tam H cua tam gidc ABC nam trén mot duong tron c6 dinh.

Huwéng dan. Khi BC khéng phai 13 dudng kinh, goi H' 1 giao diém clia
duong thang AH véi dudng tron (O ; R). Chimg minh rang H d6i ximg véi H'
qua dudng thang BC'.

13
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11. a) Chi ra truc déi ximng (né€u cd) cia mbi hinh sau day (mébi hinh 12 mot tir
bao gobm moét s6 chir cai) :

MAM, HOC, NHANH, HE, SHE, COACH, IS, IT,
SOS, CHEO

b) Chirng minh rang dé thi cia him s6 chan luén ¢6 truc déi xing.

PHEP QUAY
VA PHEP POI XUNG TAM

1. Binh nghia phép quay

Trong mdt phdang cho mét diém O ¢6 dinh va géc lirong gidc @
khong doi. Phép bién hinh bién diém O thanh diém O, bién
moi diém M khdac O thanh diém M’ sao cho OM = OM’ va
(OM, OM’) = @ duoc goi la phép quay tam O goc quay @.

Phép quay thuong duoc ki hiéu 1a @, vA néu muén chi ré tAm quay O va

goc quay @ thi ta ki hi¢u phép quay dé 1a Qo ¢).
€’ M

Hinh 10
, m ... .. g :
Hinh 10 cho ta thay phép quay tam O gbéc quay = bién di€ém M thanh diém

M’, bién 14 co € thanh 14 cd ¢,

21| Phép dong nhdt cé phai la phép quay hay khéng ?

14
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2. Binh li

[ Phép quay la mét phép doi hinh. ]

Chirtng minh

Gia str phép quay O ¢ bi€n diém M thanh M’ va bién di€ém N thanh N’,
trong d6 O, M, N khong thang hang (h.11). Theo dinh nghia ctia phép quay,
ta cd

oM = oM’, i
ON = ON’
va (OM,OM’)=(ON,ON’) = @.
Theo hé thitc Sa-lo vé gbc luong gidce, ta cé
(OM,ON)=(OM,OM") + (OM’, ON)
=(ON,ON")+ (OM’, ON)

— (OM’, ON").
Suyra MON = M’ON’. Nhr vy hai tam gidc Hinh 11
MON va M'ON’ bang nhau, do d6 M'N"= MN.
Trudong hop O, M, N thang hang, ta thiy neay M'N'= MN. L]
A :
Cho hinh ngi giac déu ABCDE tam O (h.12). Hay
chi ra mét sé phép quay bién ngii giac dé thanh A ¢
chinh no.
E D
Hinh 12

3. Phép doi xirng tam

Mot trwdong hop dac biét cua phép quay 1a phép quay véi gbéec quay m. Khi
dé, néu O 1a tam quay thi méi di€ém M dwoc bi€n thanh di€ém M’ sao cho O
la trung diém cta MM’. B6i vay, phép quay dé con cé tén goi la phép doi
xitng qua diém O.

Phép d6i xitng qua di€ém O cdn cé thé duoe dinh nghia nhir sau :

Phép doi xitng qua diém O la mét phép bién hinh bién moi
diém M thanh diém M’ déi xitng véi M qua O, c¢é nghia la

OM +OM’ = 0.
15
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Ki hiéu va thuat ngv

Phép d6i xing qua diém O thudng duogc ki hiéu 12 D,. Phép d6i xitng qua
mot diém con goi don gian 12 phép déi xitng tam.
Diém O goi 14 tdm cua phép déi xitng, hay don gian 12 tdam doi xitng .

Biéu thiic toa do

Trong hé toa d6 Oxy cho di€ém I(a ; b). Néu phép d6i xitng tAm D, bién
diém M(x ; y) thanh di€ém M'(x"; y") thi

xX'=2a—-x
P = ==

Céng thitc trén goi 12 hiéu thiic toa dé cua phép doéi ximg tam ;.

2
ﬁ Hay giai thich tai sao cé céng thiic trén.

Tam do6i ximg cua mét hinh

Chiing ta hiy quan s4t c4c hinh biéu thi cdc chif cdi sau day

Z S N

Tuy cac hinh d6 khong cé truc déi ximg nhung ching ciing c6 tinh "cén
xitng" ndo dé. Li do 14 v6i mbi hinh, ta ¢6 thé tim thay mét di€m O sao cho

phép doi xirng tAm D, bién hinh dé thanh chinh né.

22| Diém O nhir thé ciia moi hinh trén day la diém nao ?

Cic di€m O nhwr vay duoc goi 13 tam déi xitng ctia mbi hinh.

Diém O goi la tam doéi xitng ciia mot hinh H néu phép doi
xitng tam B g bién hinh J¢ thanh chinh no, titcc la D o(H') = H.

?3| Trong bang chit cdi in hoa, nhiing chit nao cé tam doéi ximg ? Nhitng chit

nao ¢o tam doi xitng nhimg khong coé truc doi xing ?

24| Trong cdc hinh sau dady, hinh nao cé tam doi xiing ?

baitap365.com
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4, Ung dung cua phép quay
Bai toan 1
Cho hai tam gidc déu OAB va OA’B’ nhir hinh 13.
Goi C va D ldn luot la trung diém ciia cdc doan thdng
AA'va BB'. Chitng minh rang OCD la tam gidc déu.
Giai
Xét phép quay O tam O véi gbe quay bang mot géc Hinh 13
lwong gidc (OA, OB). R6 rang Q bi€n A thanh B va bién
A’ thanh B’, nén Q bién doan thang AA’ thanh doan thang BB’. Tir d6 suy ra Q
bién trung diém C clia AA' thanh trung diém D ctia BB'. Do d6 OC = OD va

COD = 60°. Vay OCD 1 tam gidc déu. .

Bai toan 2
Cho duong tron (O ; R) va hai diém A, B ¢6 dinh. Véi méi diém M, ta xdc

dinh diém M’ sao cho MM’ = MA + MB. Tim quy tich diém M’ khi diém M
chay trén (O ; R).

Gidai (h.14)
Goi I 1a trung di€ém cta AB thi I ¢6 dinh va
MA + MB = 2MI .

B&i viy, MM’ = MA + MB khi va chi khi
MM’ = ZE, titc 1a MM’ nhan I lam trung

di€ém hay phép d6i xiing tAm P, bi€én diém M
thanh M’. Vay khi M chay trén dudng tron
(O ; R) thi quy tich M’ 13 anh clia duong tron dé qua D;. Néu ta goi O’ la diém
déi xtng clia O qua di€ém / thi quy tich ctia M’ 12 dudng tron (O”; R). L]

Hinh 14

Bai toan 3

Cho hai duong tron (O ; R) va (O ; Ry) cdt nhau tai hai diém A, B. Hay
dung mot duong thang d di qua A cdt (O ; R) va (Oy ; Ry) ldn luot tai M va
M, sao cho A la trung diém ciia MM .

Giai (h.15)

Gia sir ta da dung dwoc dudong thang d thod méin yéu cau clia bai toan. Goi

D, 1a phép d6i ximg qua A thi P, bi€n diém M thanh diém M, va bién

17
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13.

14.

13,

18

duong tron (O ; R) thanh duong
tron (O’ ; R). Vi M nam trén (O ; R)

nén M, nam trén (O’ ; R). Mat khic

M, lai nam trén (O; ; R{) nén M, 1a
giao diém khidc A cna hai dudng

tron (O"; R) va (O ; Ry).
Twr doé suy ra cach dung :

* Dirng duwdng tron (O’ ; R) doi
xitng véi (O ; R) qua diém A (O’ 1a Hinh 15
diém d6i xitng clia O qua A).

» Liy giao diém M cna hai duong tron (O, ; R;) va (O"; R), M khéc A.
« Duong thang d 13 duodng thang di qua A va M,.

Vi sao d thod mdn diéu kién cua bai todn ?

Cdau hoi va bdi tép

. Cho phép quay Q tam O véi géc quay @ va cho dudng thang d. Hiay néu cdch

dumg anh d’ cua d qua phép quay Q.

Cho hai tam giac vuéng can OAB va OA'B’ .

c6 chung dinh O sao cho O nam trén doan

thang AB’ va nam ngoai doan thang A’B A’

(h.16). Goi G va ' lan luot 1a trong tim

cac tam gidc OAA’" va OBB’. Chirng minh

(OG’ la tam giac vudng can.

Gia sur phép do6i xing tdm P, bi€n dudng B 0 4
Hinh 16

thang d thanh dudng thang d’. Chitng minh
a) Néu d khong di qua tam déi xing O thi d’ song song vé6i d, O cdch déu d
vad’ ;

b) Hai dudng thang d va d’ tring nhau khi va chi khi d di qua O.

Cho phép déi xitng tam D, va dudng thang d khéng di qua O. Hiy néu cach
dung 4nh d’ ctia dudng thang d qua D,. Tim cich dung ¢’ ma chi sir dung

compa mét 14n va thude thang ba 14n.
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16. Chi ra cdc tam d6i xing cua cdc hinh sau day :
a) Hinh gém hai duong thang cat nhau ;
b) Hinh gém hai dudng thang song song ;
c¢) Hinh g6m hai dudng tron bang nhau ;
d) Puong elip ;
e) Puwdng hypebol.
17. Cho hai diém B, C ¢6 dinh trén dudng tron (O ; R) va mot diém A thay
déi trén dudng tron d6. Hay dung phép d6i xing tAm dé chirmg minh rang
trire tAm H cua tam gidc ABC nam trén moét dudng tron 6 dinh.

Hiréng dan. Goi I 13 trung diém ctia BC. Hiy vé dudng kinh AM cta dudng
tron réi ching minh rang 7 13 trung di€ém ctia doan thang HM.

18. Cho duwong tron (O ; R), duong thang A va diém I. Tim di€ém A trén
(O ; R) va diém B trén A sao cho I 12 trung diém clia doan thang AB.

19. Trong mat phang toa dé Oxy, cho dudng thang A : ax + by + ¢ = 0 va diém

I(xq : yp). Phép d6i xitng taAm D, bién dudng thang A thanh dudng thang A'.
Vi€t phuwrong trinh cua A'.

HAI HINH BANG NHAU

Chiing ta bi€t rang phép doi hinh bi€n tam gidc thanh tam gidc bang nd.

Bay gio ta dat van dé : Cho hai tam gidc bang nhau thi ¢6 hay khéng mot
phép doi hinh bi€n tam gidc nay thanh tam gidc kia ?

1. Binh li

Néu ABC va A'B'C’ la hai tam gidc bang nhau thi c¢é phép
doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C".

Chirtng minh
Ta xac dinh mot phﬁ‘:p bién hinh F nhi sau : F bién méi di€ém M thanh diém M’

sao cho néu CM = p(A+q(B (pe R, ge R) thi C'M’ = p(AJrq(B
(h.17).

19
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Ta chirng minh F 1a phép doi hinh. That
vay, gid sir c6 thém diém N va F bién N M
thanh N”, titc 12 néu CN = kCA + [CB

thi C'N’ = kC'A’ + IC'B’. Khi d6 ¢
MN = CN - CM “ 4
= (k- p)CA+ (I - q)CB. o
Suy ra
MN? = UN° .
= (k- p)*CA* + (I - q)*CB? i

+2(k — p)(I — ¢)CACB.

Hoan toan tuwong tu, ta cling cé

)) 2
M!NF — M!‘Nl‘

= (k- p2CA? +(- @2CB? + 20k - p)I - 9)C'A’ .C'B’.
Vi hai tam glac AB( va A'B’C’ bang nhau nén CA = C’A", CB = (B’ va

CACB = C'A’.C'B’ . Bbi vay, ta suy ra MN = M’'N’ hay F la phép doi hinh.

R6 rang phép doi hinh dé bién A, B, C lan lvot thanh A’, B', C’, titc 1a bién
tam gidc ABC thanh tam gidc A'B’C". [

2. Thé nao la hai hinh bing nhau ?

20

Tir dinh 17 trén ta c6 thé phat biéu : "Hai tam gidc bang nhau khi va chi khi
c6 phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidac kia". Nhu vay, khai
niém "bang nhau" cta hai tam gidc cé thé diwoe dinh nghia bang hai cdch
twrong duong sau day :

1) Hai tam gidc goi la bang nhau néu chiing ¢é cdc canh tuong itng bang
nhau va cdc géc twong iing bang nhau.

2) Hai tam gidc goi la bang nhau néu cé phép doi hinh bién tam gidc nay
thanh tam giac kia.

D61 véi s bang nhau cua cdc hinh néi chung, ngudi ta ding cich dinh
nghia thit hai. Vay ta cé dinh nghia téng quét sau day

Hai hinh goi la bang nhau néu cé phép doi hinh bién hinh
nay thanh hinh kia.
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Tir dinh nghia trén ta suy ra

Néu hinh %) bang hinh #, va hinh ., bang hinh ./ thi hinh
JH bang hinh ;.
That vay, vi .#] bang .# nén c6 phép dai hinh F bién .#; thanh .#5, vi .%
bang .#3 nén c6 phép doi hinh 7 bién .# thanh .45,
Néu ta thwe hién lién ti€p phép doi
hinh F va phép doi hinh ¢ thi hién H A
nhién ta duoc phép di:?i hinh bién | |
¢ thanh .#5. Vay .J#| bang ./;. @) ) ) )
C‘hzzmg han, trén hinh 18, hinh .#; O O
bang hinh .#; vi c6 phép tinh ti€n |
bi€n .#; thanh .#5 . hinh .#) bang H#
hinh .#3; vi c6 phép d6i xung truc
bién .#5 thanh .#%. Vay hai hinh .#; Hinh 18
va .#4; bang nhau.

- A"

Co 1;_1_15 em chuwa bict

Tir xa xua, ngudi ta da biét trang tri blic tudng, dét théu tham hoa, lat nén nha, ...
bang nhimng hinh vé&, nhiihg vién gach bang nhau véi cac hoa van giéng nhau, ...

{HPET
R

Sl

Cac mau hinh vé, hoa van, ... cé thé rat khac nhau nhung ngusdi ta chimg minh
dudc rang thuc ra chi cé 17 cach sip x&p lap di 13p lai cac hinh nhu thé dé lat
khap mat phang.

Né&u chi dung cac phép tinh tién va phép quay dé bién moét vién gach nay thanh
mot vién gach khac thi c6 5 cach lat :

iHE=l
el
Mtk

21
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L2
L2

W2 N 21 N1 N OB

Trong 17 cach lat trén, ngudi ta da tim thay 11 cach lat & dén Alhambra thanh phé
Granada (Tay Ban Nha), 5 cach khac da tim thay & chau Phi, cach con lai cling da
fim thay trong mét trang tri ¢6 & Trung Quéc.

4

Céu hoi va bdi tép

. Chitng to rang hai hinh chir nhat cung kich thude (cung chiéu dai va chiéu

réng) thi bang nhau.

. a) Chirng minh rang hai tit gidc 16i ¢6 cdc cap canh twong ting bang nhau

va mot cap dudng chéo twong ng bang nhau thi bang nhau.
b) Chirng minh rang hai ti¢ gidc 16i ¢6 cdc cap canh twong tmg bang nhau
va mot cap gbe twong tng bang nhau thi bang nhau.

c¢) Hai tif gide 161 ¢6 cdc cap canh tuong tng bang nhau thi c¢6 bang nhau
hay khoéng ?

. Da giic 161 n canh goi 12 n-gidc déu né€u tit ca cic canh clia né bang nhau

va tit ca cdc gbe cua né bang nhau. Chitng toé rang hai n-gidc déu bang
nhau khi va chi khi chiing ¢6 canh bang nhau.

. Hinh .#| gom ba duong tron (Og ; ry), (05 ; 1p) va (O3 ; r3) doi mot tiép xiic

ngoai véi nhau. Hinh . gém ba duong tron (I; . ry), (I ; rp) va (I3 ; r3) doi
mot ti€p xtic ngoai véi nhau. Chirng té rang hai hinh.%#] va .#; bang nhau.

Cho hai hinh binh hanh. Hay v& mét dudng thang chia méi hinh binh hanh
d6 thanh hai hinh bang nhau.

23
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PHEP VI TU

Hin-be (Hilbert)

Ai day ?
Ching ta hiy quan sat hai bic chan dung ¢ hinh vé trén. Tuy kich thuée cta
chiing khac nhau nhung hinh dang ctia ching rit "giéng nhau" (ta néi ching
"dong dang" véi nhau). Vi biic nho hon la chan dung ctia nha toan hoc Hin-be,
nén buc lén hon ciing la chin dung ctia nha toan hoc do.

Sau day, ching ta s& néi vé cdc phép bién hinh khéng 1am thay d6i hinh
dang cua hinh. Truée hét, trong bai nay, ta néi dén phép vi tir, mét trudng
hop riéng ciua nhitng phép bi€n hinh nhur thé.

1. Binh nghia

24

Cho mét diém O cé dinh va mét s6 k khong doi, k # 0. Phép
bién hinh bién méi diém M thanh diém M’ sao cho

OM' = kOM duoc goi la phép vi tu tam O ti s k.
Ta thudng ki hiéu phép vi tir boi chir V, néu can néi rd tAm O va t1 s6 k cla
no thi ta ki higula Vg 4.

Hinh 19 cho ta thdy phép vi tu tam O t1 s6 k = 2 va phép vi tu tam O, ti s6

ky = —% bi€n hinh .# thanh cac hinh nhir thé€ nao.

Hinh 19
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2. Cac tinh chat cua phép vi tu

|

DINH LI 1
(‘

At - - o At e = o - & H _\
Néu phép vi tir t1 56 k bién hai diéem M va N lan luwot thanh
hai diém M’ va N’ thi

M'N’ = kMN va M'N' = k| MN.
9 y

Chitng minh
Néu O la tAm cua phép vi tur thi theo dinh nghia, ta ¢c6 OM’ = karf,
ON’ = kON.

Viy M'N’ = ON’— OM’ = kON — kOM = k(ON — OM) = kMN.
Tiur d6 suyra M'N’ = k| MN . ]

DINH LI 2

Phép vi tu bién ba diém thang hang thanh ba diém thdang hang
va khong lam thay doi thit tu ciia ba diém thang hang do.

Chirtng minh

Gia sir ba diém A, B, € thang hang ma B nam giita A va C, tifc 13
BA = mBC véim < 0. Néu phép vi tu ti s6 k bi€n A, B, C 1an luot thanh A",
B’, C’thitheo dinh 1{ 1, ta c6 BA" = kBA, B'C’ = kBC.

Tir d6 suy ra B'A" = kBA = k(mg) = nr(kﬁ) — mB'C”’, titc 1a ba di€fm A’,

B’, ¢’ thang hang véi B’ nam giira A’ va (. []
HE QUA
- N

Phép vi tu ti s6'k bién duong thdng thanh duong thing song
song (hodc tring) véi duong thdng dé, bién tia thanh tia,
bién doan thdng thanh doan thdng ma dé dai dicoc nhdn lén

voi |kl, bién tam gidc thanh tam gidc déng dang véi ti s6

\_ déng dang la |k|, bién gé¢ thanh géc biang né. Y,

Nhitng dwong thdang nao bién thanh chinh né qua phép vi tu voi ti s6 k=1 ?
Nhitng duong tron nao bién thanh chinh né qua phép vi tw véi ti sé k£ 1 ?
25
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3. Anh cla dudng tron qua phép vi tyu

DINH LI 3

Phép vi tu ti 56 k bién duong tron cé bdan kinh R thanh dirong
tron co ban kinh |k|R.

Chirng minh (h.20)

Gia sr V 1la phép vi tu

tam O t1 s6 k va (I ; R) 1a dudng

tron da cho. Goi I’ 1a anh cua I va M,
M’ 14 anh clia di€ém M bat ki thi ta

c6 I'M’ = |klIM.

Boi vay IM = R khi va chi khi o

I'M’ = |klR hay 14 M’ thuoe

dudng tron (' ; R) véi R’ = k| R.

D6 chinh 12 anh cua dwuong o

tron (I ; R) qua phép vitw V. [ Hinh 20

1

Trén hinh 20, hay vé mét dudng thing d qua tam vi tu O, cat dudng tron (I ; R) tai A va
B, cat duong tron (I’ ; R”) tai C va D. Hay néi ré cac diém A va B dudc bién thanh
nhing diém nao qua phép vi tu d6, va giai thich tai sao.

Né&u dudng thing d néi trén tiép xtc véi dudng tron (I ; R) thi d co tiép xlc véi dudng
tron (I"; R") hay khéng ? Nhan xét gi vé cac tiép diém ?

4. Tam vi ty cua hai dudng trén

26

Ta da bi€t rang phép vi tir bi€n dudng tron thanh dudng tron. Bay gio ta xét
bai todn ngwoc lai.

Bai toan 1

Cho hai duong tron (I ; R) va (I' ; R’) phan biét. Hay tim cdc phép vi tu
hién duong tron (I ; R) thanh duong tron (I ; R’).

Giai

Trude hét, ta cé nhan xét : Néu phép vi tu tam O ti s6 k bién (I ; R) thanh

,

R R . _
(I' : R') thi |k| = & hay k = iE va OI’ = kOI. Tur dé ta xac dinh duoce

cdc phép vi trr ma bai todn yéu cau. Cu thé 1 :
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Truong hop hai duong tron (I ; R) va

(I"; R") déng tam, R # R’, hién nhién khi

do O trung véi 1. Vay ta c6 hai phép vi

. o ur b g

tw : phép vi tu V| tam 7 t1 sO r3 va
Rf

phép vi tu V, tdm I ti s6 ——. (Trén

hinh 21, phép vi tu V; bi€n M thanh
M’; va phép vi tr V, bi€n M thanh M%) Hinh 21

Truong hop I khéng triing voi 1" nhing
R = R, nitc la k = +1, khi d6 di€ém O
phai thoa min diéu kién oI' = koI
nén k chi cé thé bang —1, va O Ia
trung di€m clia doan thang II’. Vay
trong trurdong hop nay chi ¢6 mot phép
vi tu: tAm O, t1 s6 —1, d6 ciing chinh
[4 phép d6i xitng qua diém O (h.22).

Hinh 22

Truong hop I khong tring I' vi R # R’, ta ¢6 thé xdc dinh cdc phép vi tw nhu
sau (h.23) :

Hinh 23

Ta lay M’ M’ 1a mét duwong kinh cua (I”; R”) va IM 1a moét ban kinh cua (7 ; R)
sao cho hai vecto I'M"} va M cting huéng. Dudng thang I’ cat MM’ va MM,

lan lwot tai O va O,.

Khi d6 phép vi tr V| thm O, ti 86 k; = % va phép vi twr V, thm O, ti s6
B o s . 5 4 2 5. g
ky = —? déu bi€én dudng tron (I ; R) thanh dudng tron (1" ; R'). []

27
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Thuat ngir

Néu c6 phép vi tu tAm O bi€n duwdng tron nay thanh duong tron kia thi O

dwroc goi l1a tdm vi tu cua hai dwong tron do.

Néu phép vi tir d6 ¢6 ti s6 duwong thi diém O goi 14 tdm vi tw ngoai, néu

phép vi tir d6 6 ti s6 am thi diém O goi 14 tdm vi tur trong.
Trén hinh 23, hai duong tron (I ; R) va (I" ; R") ¢c6 Oy la tAm vi ti ngoai,

0O, la tam vi tu trong.

5. Ung dung cla phép vi tu

28

Bai toan 2
Tam gidc ABC ¢6 hai dinh B, C ¢é dinh con dinh A chay trén mét dicong tron
(O ; R) c6 dinh khong ¢6 diém chung voi duong thdang BC. Tim quy tich trong

tam G cua tam gidc ABC.

Gidi (h.24)

Goi I 1a trung diém cta BC thi I ¢6 dinh.
Diém ( 14 trong tam tam gidc ABC khi va
chi khi

] —

o Tl
3

Hinh 24

_ Bl L e cae . . 4z
Nhu vay phép vi tu V tdm [ t1 s6 3 bi€n diém A thanh diém G. Tir d6 suy ra

khi A chay trén dudong tron (O ; R) thi quy tich 7 1a anh ctia duwong tron dé

. — = 1
qua phép vi tw V, tirc 1a duong tron (O” ; R") ma 10" = EIO va R' = ER. [

Bai toan 3
Cho tam giac ABC voi trong tam G, truc tam H va tam diwong tron ngoai

tiéep O. Chitng minh rang GH = -2GO (nhuw vdy khi ba diém G, H, O
khéng triimg nhau thi chiing cing ndm trén moét duong thdng, duoc goi la
duong thang O-le).
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22

30.

2 (Pé giai bai toan 3)

Goi A’, B’, C’ lan lugt |a frung diém cac canh BC, CA, AB
clia tam giac ABC (h.25).

1) Hay ching minh rang O la truc tdm clGa tam giac
AB'C’.

2) Goi V la phép vi tu tdm G, fi s6 —2. Hay tim anh clia
tam giac A'BC"qua V.

3) Qua phép vi tv V, diém O bién thanh diém nao ? Hinh 25
Visao ? TU do suy ra két luan clia bai toan.

Goi O’ la tam duong tron ngodi tiép tam gidc A'B'C’. Qua phép vi tu'V noi

trén, diém O’ bién thanh diém nao ?

Céu hoi va badii tap

. Cdc phép sau day cé phai la phép vi twr hay khoéng : phép doi xung tAm,

phép doi xing truc, phép déng nhat, phép tinh ti€n theo vecto khic 0 ?

. Céc khang dinh sau day cé diing khong ?

a) Phép vi tur ludn c6 diém bat dong (tite 13 di€ém bién thanh chinh né).
b) Phép vi tir khong thé ¢6 qud mot diém bat dong.
c¢) Néu phép vi tur ¢6 hai di€ém bat dong phan biét thi moi di€ém déu bat dong.

. Xdc dinh tAm vi tr trong va tAm vi tu ngoai clia hai dudng tron trong cic

truong hop sau :
a) Hai duong tron ti€p xic ngoai véi nhau.
b) Hai dudng tron ti€p xitic trong vdi nhau.

c) M6t duong tron chira duong tron kia.

. Cho hai dudng tron (O) va (O’) cat nhau tai A va B. Hiy dung qua A mot

dudng thang d cat (0) & M va cat (0°) & N sao cho M 1a trung diém ctia AN.

. Cho duwodng tron (O ; R) va diém I c6 dinh khdc O. M6t diém M thay déi

tréen dudng tron. Tia phan gide clia gbc MOI cat IM tai N. Tim quy tich
diém N.

Cho hai duwong tron (O) va (O) ¢6 ban kinh khde nhau, ti€p xic ngoai vdi
nhau tai A. M6t dudng tron (0O”) thay déi, luén luén ti€p xic ngoii véi (O)
va (0 14n luwot tai B va €. Chitng minh rang dudng thang BC luén di qua
mo6t diém c6 dinh.
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PHEP DONG DANG

1. Binh nghia phép déng dang

Phép bién hinh F goi la phép dong dang ti sé k (k > 0) néu
voi hai diém bdt ki M, N va anh M’, N’ cua chiing, ta co
M'N'=kMN .

21| Phép dor hinh va phép vi tu ¢é phai la nhitng phép déng dang hay khéng ?

Néu cé thi ti s6 dong dang la bao nhiéu ?

R Goi V |a phép vi tu tam O ti sé k va D |a mét phép ddi hinh. V6i méi diém M bat ki,
V bién diém M thanh diém M, va D bién diém M, thanh diém M’. Nhu vay ta cé
mot phép bién hinh F bién diém M thanh diém M’. Cé thé néi F c6 dude bang cach
thue hién lién tiép hai phép bién hinh Vva D.
Ngudi ta con néi rang F 1a phép hop thanh cla hai phép bién hinh VvaD.
Hay chimg té ring F la mét phép déng dang ti sé |&].

Nhur vay, néu thue hién lién ti€p mot phép vi tr va mét phép doi hinh thi
két qua 13 mot phép déng dang. Diéu nguoc lai ciing ding. Ta c6 thé chitng
minh duoc dinh i sau day.

2. Dinh li

Moi phép dong dang F ti s6 k déu la hop thanh cua mét phép
vi tu'V tl 6 k va mot phép doi hinh D.

HE QUA (tinh chét ctia phép déng dang)

-

™~

Phép dong dang bién ba diém thang hang thanh ba diém
thang hang (va khéng lam thay doi thi tw ba diém do),
bién dwong thang thanh dwong thdng, bién tia thanh ftia,
bién doan thang thanh doan thang ma dé dai dwoc nhdn
lén voi k (k la ti s6 cia phép dong dang), bién tam gidc
thanh tam giac dong dang voi ti s6 k, bién dwong tron co
ban kinh R thanh duong tron cé ban kinh kR, bién goéc
\ thanh gée bang né. y,
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22| C6 phdi moi phép dong dang déu bién dwong thang thanh dwong thdng

song song hode triing voi né hay khong ?

3. Hai hinh déng dang
Trén hinh 26, ta ¢6 hai hinh .J#'va J#; vi tv véi nhau (nghia 1a c¢6 phép vi tur
V bién hinh .#'thanh hinh.#]), hai hinh .#] va .#" bang nhau (nghia la cé phép
doi hinh D bié€n hinh .#; thanh hinh .#").

Hinh 26

Néu goi F 14 phép hop thanh ctia V va D thi F 1a phép déng dang bién hinh .#
thanh hinh .#"".

Ta ndi rang hai hinh #'va #’ déng dang voi nhau. Nhur vay ta ¢6 :

DINH NGHIA

Hai hinh goi la dong dang voi nhau néu cé phép déng dang
bién hinh nay thanh hinh kia.

CHU Y
O 16p 8, ta di bi€t the nio 13 hai tam gidc déng dang. Khii niém
do6 phu hop véi dinh nghia trén.

Céu hoi va bdii tép

31. Chirng t6 rang n€u phép déng dang F bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A’B’C” thi trong tAm, truc tAm, tAm dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC
lan lwot bi€n thanh trong tidm, truc tAm, tAm duwong tron ngoai ti€p tam
gidc A'B'C".

32. Chirng to rang cdc da gidc déu cb cung s6 canh thi déng dang véi nhau.
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Dung tam gidc ABC néu biét hai gbc B= B, C = ¥ va mot trong cic yéu
to sau :

a) Puong cao AH = h ;

b) Buong trung tuyén AM = m ;

c) Bian kinh R cua dudng tron ngoai tié€p.

ON TAP CHUONG 1

| - Tém tat nhirng kién thire can nhé

1.

L2

32

Phép doi hinh 14 phép bi€n hinh khéng 1am thay d6i khoang cich giita hai
diém bAt ki, nghia 13 n€u phép doi hinh bién hai diém M, N lan lwot thanh
hai diém M’, N’ thi M'N’= MN.

Céc tinh chit ctia phép doi hinh : bién ba diém thang hang thanh ba diém
thang hang va khéng 1am thay déi thit tu ba di€m d6, bi€n dudng thang
thanh dudong thang, bién tia thanh tia, bi€n doan thang thanh doan thang
bang né, bi€n gbéec thanh gbéc bang né, bién tam gidc thanh tam giic bang
no, bi€n duong tron thanh dudng tron ¢6 cing ban kinh.

Céc phép doi hinh cu thé :

a) Phép tinh ti€n T (theo vecto ) bi€én moi di€ém M thanh diém M’ sao

cho MM'=1u.

b) Phép déi ximng truc D, (truc la dudng thang d) bién mbi diém M thanh
diém M’ d6i xitng véi M qua d.

c) Phép quay Q(p, o (tim O, gbc quay @) bi€n O thanh O, bién moéi diém M khic
O thanh di€ém M’ sao cho OM = OM’ va géc lwong gide (OM, OM’) bang @.

d) Phép d6i xitng tAm D, (tAm 1a di€ém O) bi€n mébi diém M thanh diém M
déi xing véi M qua O,

r

Dinh nghia vé hai hinh bang nhau : Hai hinh goi 1 bang nhau néu ¢6 phép
doi hinh bién hinh nay thanh hinh kia.

Phép déng dang ti s6 k (k > 0) 1a phép bién hinh bién mébi cap diém M, N
thanh cap diém M’, N’ sao cho M'N’ = kMN.

Phép déng dang cé cédc tinh chit : bi€n ba di€ém thang hang thanh ba diém
thang hang (va khéng 1am thay déi thit tu ba diém dé), bi€n dudng thang
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10.

thanh duong thang, bién tia thanh tia, bi€n doan thang thanh doan thang
ma doé dai duoc nhan 1én véi k (k 13 t1 s6 ciia phép déng dang), bién tam
gidc thanh tam gidc déng dang vdi ti s6 k, bién moét géc thanh géc ¢6 ciing
s@ do, bién dudong tron ban kinh R thanh dudng tron c¢6 ban kinh kR.

Phép vi tr Vo _y) tam O tis6 k (k # 0) bi€n moi di€m M thanh di€m M’ sao
cho OM’ = kOM.

Céc tinh chait ctua phép vi tu : Phép vi tu tAm O t1 s6 k 14 mot phép dong
dang ti s6 |k| nén c6 céc tinh chat cta phép déng dang. Ngoai ra, phép vi tw
c6 tinh chat dac biét sau : duwong thang néi moét di€m va anh clia né luén
luén di qua O ; anh d’ ctia dudng thang d ludén song song hoic trung véi d.
Mbi phép déng dang bao gid ciing c6 thé xem 13 hop thanh cia mot phép vi
tir va mot phép doi hinh.

Dinh nghia vé hai hinh déng dang : Hai hinh duoc goi 12 déng dang véi
nhau néu c6 phép déng dang bi€n hinh nay thanh hinh kia .

Il - Cac cau hdi tu kiém tra

1.

12

7%

Céc khang dinh sau day c6 ding khong ?

a) Phép dong nhit 14 moét phép tinh ti€n ;

b) Phép déng nhat 1a mot phép quay ;

c) Phép déong nhit 1a moét phép déi xing tam ;

d) Phép déi xirng tAm la moét phép vi tur ;

e) Phép quay 1a mét phép déng dang ;

f) Phép vi tur la moét phép doi hinh.,

Cho hai diém A, B phan biét. Cdc khang dinh sau day cé ding khéng ?
a) C6 duy nhat moét phép déi xirng truc bién A thanh B ;

b) Cé duy nhit mot phép doi xing tam bi€n A thanh B ;

c) C6 duy nhat mét phép tinh tién bién A thanh B ;

d) Cé duy nhiat mét phép quay bién A thanh B ;

e) C6 duy nhat mot phép vi tu bién A thanh B.

Hay chi ra moét s6 hinh ¢6 moét trong céc tinh chat dudi day :
a) C6 vo s6 truc doéi xing ;

b) Cé vo6 s6 tam dbi xing ;

c) Cé dung n truc déi xing.
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Il - Bai tap

1.

12

34

Cho hai dudng tron (O ; R), (O’ ; R’) va moét dudng thang d.

a) Tim hai diém M, N lian lrot nam trén hai dudng tron dé sao cho d 1a
dudng trung truc clia doan thang MN.

b) X4c dinh diém I trén d sao cho ti€p tuyén IT clia (O ; R) va ti€p tuyén
IT' ctiia (O ; R’) hop thanh cdc géc ma d 1a moét trong cdc dudng phan gidc
cna cic goc déb.

Chitng minh rang n€u moét hinh nao dé ¢6 hai truc déi xirng vudng gbc vdi
nhau thi hinh dé cé tam déi xing.

Cho dudng thang d di qua hai di€ém phan biét £, Q va hai di€ém A, B nam vé
mot phia d6i véi d. Hay xdc dinh trén d hai diém M, N sao cho MN = PQ
va AM + BN bé nhat.

Cho vecto 1 va mot diém O. Vé&i diém M bat ki, ta goi M, la diém deéi

xttng véi M qua O vad M’ 1a diém sao cho M{M’ = u. Goi F la phép bién
hinh bién M thanh M".

a) F 1a phép hop thanh cua hai phép nao ? F c6 phai la phép doi hinh
hay khéng ?

b) Chimg to rang F 1a mot phép déi xing tam.

Cho tam gidc ABC noi tiép trong dudng tron (O) va moét di€ém M thay doi
trén (0). Goi M, 1a diém déi xing véi M qua A, M, 1a diém d6i xing véi
M, qua B, M3 la diém déi ximg v6i M, qua C.

a) Ching to rang phép bién hinh F bién di€ém M thanh M3 1a mot phép déi
xirng tam.

b) Tim quy tich di€ém M5

Goi F 1a phép bién hinh 6 tinh chat sau day : Vi moi cap diém M, N va anh
M’, N’ cha ching, ta luén ¢c6 M’'N’ = kMN, trong dé k 1A mot s6 khéng doi
khdc 0. Hay chitng minh rang F 12 phép tinh ti€n hoac phép vi tur.

a) Cho tam gidac ABC va hinh vuéng MNPQ nhu
. 5 AB .
hinh 27. Goi1 V' la phép vi tir tam A t1s6 k = T Hay
dung anh cua hinh vuéng MNPQ qua phép vitur V.
b) Tir bai toaAn & cau a) hdy suy ra cach giai bai todn
u : Cho tam gidc nhon ABC, hay dung hinh vuéng
MNPQ sao cho hai dinh P, Q nim trén canh BC va B € 2.5

hai dinh M, N lan lwot nam trén hai canh AB va AC. Hinh 27
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Cho duong tron (O) c6 dtrfmg kinh AB. Goi (' 1a diém d6i xing véi A qua B
va PQ la duwong kinh thay déi cta (O) khdc duwdng kinh AB. Dudng thang
CQ cat PA va PB lan luot tai M va N.

a) Chitng minh rang Q 14 trung diém ctua CM, N la trung di€ém ctia CQ.

b) Tim quy tich cdc di€ém M va N khi dudng kinh PQ thay déi.

Cho dwdng tron (O ; R) va di€ém A c¢6 dinh. M6t day cung BC thay déi cua
(O ; R) c6 do dai khéng déi BC = m. Tim quy tich cdc diém G sao cho

GA + GB + GC = 0.

IV. Cac cau hoi trac nghiém

1.

12

L

Cho hai dudng thang song song d va d’. Cé bao nhiéu phép tinh ti€n bi€n d
thanh d” ?

(A) Khoéng c6 phép tinh ti€n nao ; (B) Cé6 duy nhit moét phép tinh tién ;

(C) Chi ¢6 hai phép tinh tién ; (D) C6 v6 s6 phép tinh tién.

Cho bén dudng thﬁng a, b, a’, b"trong dé a [/ a’, b /| b, a cat b. Cé bao
nhiéu phép tinh ti€n bi€n a va b lan lrot thanh " va b" ?

(A) Khoéng c6 phép tinh ti€n nao ; (B) Cé6 duy nhit moét phép tinh tién ;

(C) Chi ¢6 hai phép tinh tién ; (D) C6 rat nhiéu phép tinh tién.

Cho hai dudng thang cat nhau d va d’. Cé bao nhiéu phép d6i xing truc
bi€n d thanh d”?

(A) Khéng c6 phép déi xitng truc nao ;

(B) C6 duy nhat moét phép déi xing truc ;

(C) Chi c¢6 hai phép déi xirng truc ;

(D) C6 rat nhiéu phép déi xing truc.

Trong cac hinh sau day, hinh nao c6 bén truc doéi ximg ?
(A) Hinh binh hanh ; (B) Hinh chir nhat ;
(C) Hinh thoi ; (D) Hinh vuéng.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio sai ?

(A) Hinh g6ém hai dudng tron khéng bang nhau ¢6 truc déi xing ;

(B) Hinh gém mot dudng tron va mot doan thang tuy y ¢6 truc d6i xing ;
(C) Hinh gém mot dudng tron va mot dudng thang tuy v ¢é truc déi xing ;
(D) Hinh gobm mot tam gidc cian va dudng tron ngoai ti€p tam gidc dé cé truc
déi xitng.

Trong cac hinh sau day, hinh nao khéng cé tAm déi xing ?

(A) Hinh gém moét dudng tron va mot hinh chir nhat noi tiép ;
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10.

11

12
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(B) Hinh g6m mot dudng tron va mot tam gide déu noi tiép ;
(C) Hinh luc gidc déu ;
(D) Hinh gébm mét hinh vuéng va dudng tron noéi tié€p.

Cho hinh vuéng ABCD tam O. Xét phép quay Q c6 tdim quay O va goc
quay @. V&i gia tri ndo sau day cua ¢, phép quay Q bién hinh vuéng ABCD
thanh chinh né ?

gl i) g n
A p=—: B)o=—: C)p=—: D) @ = —.
(A) @ =i (B) @ R (C) @ 5 ()qﬂ2

Cho hai dudng thang song song d va d’. C6 bao nhiéu phép vi tu véi ti s6
k= 100 bién d thanh d’" ?

(A) Khéng c6 phép nao ; (B) C6 duy nhat mot phép ;

(C) Chi ¢6 hai phép ; (D) C6 rat nhiéu phép.

Cho dudng tron (O ; R). Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :
(A) C6 phép tinh tién bién (O ; R) thanh chinh né ;

(B) C6 hai phép vi trr bién (O ; R) thanh chinh nd ;

(C) C6 phép doéi xirng truc bién (O ; R) thanh chinh né ;

(D) Trong ba ménh dé A, B, C, c¢6 it nhiat mo6t ménh dé sai.

Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nio sai ?

(A) Tam vi tr ngoai ctia hai dudng tron nam ngoai hai duwdng tron doé ;

(B) Tam vi tu ngoai cua hai dudng tron khéng nam gitra hai tAm cna hai
duong tron do ;

(C) Tam vi tw trong ctia hai dudng tron luén thude doan thang néi tam hai
duong tron do ;

(D) Tam vi tur clia hai duong tron cé thé 1a di€ém chung ctia ca hai dudng
tron do.

Phép bi€n hinh nao sau day khong cé tinh chit : "Bién mot dudng thang
thanh duwdng thang song song hoac tring véi né" ?

(A) Phép tinh tién ; (B) Phép d6i xitng tAm ;

(C) Phép déi xirng truc ; (D) Phép vi tur.

Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nio sai ?
(A) Phép doi hinh 1a moét phép déng dang ;

(B) Phép vi tu 1a mot phép déng dang ;

(C) Phép déng dang 12 mot phép doi hinh ;

(D) C6 phép vi tur khéng phai la phép doi hinh.
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1 doc thém

D
A 2HPNG

HINH T0 DONG DANG
VA HINH HOC FIAC-TAN (FRACTAL)

Hinh trong mat phing dudc goi l1a hinh tu déng dang néu mdi mau nho clia né déu
chira mét bé phan déng dang véi hinh dé, tlrc 1a khi phéng to bd phan nay theo mét fi
s6 thich hop, ta cé thé dat chéng khit 1én hinh da cho.

Vidu : doan thdng, hinh tam giac déu, hinh vuéng la nhing hinh t d¢éng dang.

Nhiéu hinh tu déng dang dudc xay dung bang phuong phap lap (xay dung theo
tung budc). Vi du :

 Tap Cang-to (Cantor) : Cho mét doan théng. 3 buéc mét, chia doan thdng dé
thanh ba doan con bang nhau réi xoa khoang & gitta (khéng ké hai mut). G méi
budc tiép theo, chia moéi doan chua xoa thanh ba doan con bang nhau roi xoa
khoang & gitta (khéng ké hai mat). C& lam thé mai thi hinh con lai |a tap Cang-to.

A s — A HAHAH R
Xoa thé mai thi phan con lai la "tap Cang-to".

* Pudng Von Koc (Von Koch) : Cho mét doan thing. 3 budc mot, chia doan
thdng d6 thanh ba doan con bang nhau, dung tam giac déu trén doan con & giira
réi xoa canh day cla tam giac dé thi dugc mét dudng gap khuc. G méi budc tiép
theo, chia moi doan clia duéng gap khuc thanh ba doan con bang nhau, dung
tam giac déu trén doan con & giira réi xoa canh day ctia tam giac dé. Cir lam thé
mai thi dudc "dudng Voén Kéc".

At

Dung thé mai thi duoc "duong Von Kéc".

» Tham Xéc-pin-xki (Sierpinski) : Cho mét hinh vuéng. 3 budc mot, chia hinh vuéng
dé thanh 9 hinh vuéng con bang nhau (bang cac doan thdng song song vdi cac canh
hinh vuéng) réi xoa hinh vuéng con & chinh gilra (khéng xoa cac canh) thi dugc hinh
gém 8 hinh vudng con. G buéc hai, lai chia m&i hinh vuéng con chira xoa nay thanh
9 hinh vuéng con bang nhau, réi xoa hinh vuéng con & chinh gitra. C( lam thé mai thi
hinh con lai 1a "tham Xéc-pin-xki".

Xoa thé mai thi phan con lai la "thdm Xeéc-pin-xki"
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Nhiéu hinh tu déng dang phiic tap nhu thé |a nhimg déi tuong nghién ciu cla
Hinh hoc frac-tan, mét mén hinh hoc dugc khdi dau nghién clu tir cudi thé ki XX
bdi nha toan hoc Man-den-bré (Benoit Mandelbrot) nham mé ta hinh hoc nhiéu
cau truc gap gay, g6 ghé, 16i 16m, ki di, hon dén, ... cla nhiéu hién tugng vat i, tu
nhién. Hinh hoc frac-tan con nghién clu ca nhimng hinh khéng tu déng dang nhu
"bong tuyét Vén Koc".

* Bong tuyét Von Koc dude xay dung bang phuong phap 1&p nhu sau : Cho tam
giac déu. G budc mét, chia méi canh cla tam giac thanh ba doan bing nhau,
dung tam giac déu trén doan & giira (8 bén ngoai tam giac da cho) réi xoa canh
day clia tam giac déu nay thi duoc mét dusng gédp khac kin. G méi budc ti€p
theo, chia méi doan clia dudng gdp khuc kin thanh ba doan con bang nhau,
dung tam giac déu trén doan con & gitra (& bén ngoai dudng gap khuc kin do)
roi xoa canh day. C lam thé mai thi dudc "béng tuyét Vén Kéc".

S

Dung thé mai thi duoc "béng tuyét Von Kéc"

baitap365.com



PUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.

CHUGNG || .
QUAN HE SONG SONG

!

e

Piém, dudng thdng va mat phang la nhimg khai niém quen thudc trong
dai s6ng hang ngay clia chung ta. Chung cling 1a nhimg d6i tuong co ban
clia hinh hoc khéng gian. T chlng, ta c6 thé tao nén nhiing vat thé khac
nhau nhu : hinh chép, hinh lang tru, hinh nén, ...

Hoc xong chuong nay, hoc sinh can ndm viing : cach xac dinh mat phang ;
mé&i quan hé gilra cac dudng thing, giira cac mit phéng, gitra cac dudng
thdng va mat phang, dac biét 1a quan hé song song gilta ching ; cach xac
dinh thiét dién cia mot hinh khi cit bdi mot mat phng ; cach vé hinh biéu
dién va cac tinh chat ca hai hinh quan trong |a hinh chép, hinh lang tru.
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DAI CUONG VE
PUONG THANG VA MAT PHANG

1. M& d4au vé hinh hoc khéng gian

40

Trong chuong trinh hinh hoc 16p 10 va chuong I ctia 16p 11, ta chi néi dén
nhitng hinh trong mat phang nhu : tam gidc, dudng tron, vecto, ... Chiing
duoc goi 1a nhitng hinh phdng. Nhung xung quanh ching ta con cé cac
hinh khéng nim trong mat phang nhu : cay bt chi (h.28), quyén sich
(h.29), qua béng (h.30), ng6i nha (h.31), ...

A

Hinh 28 Hinh 29 Hinh 30 Hinh 31

Mon hoc nghién citu cdc tinh chdt cia nhitng hinh c¢é thé khong cing nam
trong mot mdt phang goi la Hinh hoc khong gian.

Mat phang

Trang gidy, mat bang den, mat tudng 16p hoc, mat hé lang gié, mat ban, tim
ouong phang, ... cho ta hinh anh mot phan mat phang trong khéng gian.

Nguodi ta thuong biéu dién mot mat phang
bang mot hinh binh hanh (h.32) va diing mot
chit c4i dat trong ddu ngoac ( ) dé dat tén cho

mat phang ay. Vi du : mat phang (P), mat
phang (Q)., mat phang (&), mat phang (5 ...
va viét tat 12 mp(P), mp(Q), mp(a), mp(p) ... hodc (P), (Q), (@), (P) ...

Hinh 32

Piém thudc mat phang

Ta bi€t rang khi cho di€ém A va duong thang a thi hoac diém A thuoc dudng
thang a, hoac diém A khong thuéc dudng thang a.

Tuong tu nhu vay, véi mot diém A va mot mat phang (P), ciing c¢6 hai kha
nang xay ra:
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— Hoac diém A thudc mp(P), khi dé ta ki hitu A € mp(P) hay A € (P).

— Hodc diém A khong thuéc mp(P), ta con néi diém A & ngoai mp(P) va ki
hiéu A ¢ mp(P) hay A ¢ (P).

E F

G

Hay quan sat hinh 33. Xem mdt ban la mot

phan ciia mdt phang (P). Trong cdc diém
A B, C,D E F,G H,I1K,L, diém nao
thuéc mdt phdng (P) va diém nao khong

thuéc mdt phang (P) ?

Khi di€ém A thuéc mat phang (P), ta con

néi : "diém A ndm trén mdt phang (P)"

hay "diém A ndm trong mdt phang (P)",
hoac con néi "mdt phang (P) di qua diém Hinh 33

A" hay "mdt phdng (P) chita diém A".

Hinh biéu dién cia mot hinh trong khong gian

Hinh lap phuong la hinh nam trong khéng gian, né ¢6 sdu mat 14 hinh
vuong. Hinh ti dién cling 132 hinh nam trong khéng gian, né ¢6 bén mat 1a
tam gidc. D€ dé hinh dung, ngudi ta tim cdch v& ching thanh nhitng hinh
phang, goi 13 hinh biéu dién ctia cdc hinh khéng gian dé.

=
”
P4
#

Hai hinh biéu dién cua hinh tit dién
Hinh 35

Hai hinh biéu dién cua hinh lap phiong
Hinh 34

Hinh l4p phuong, hinh tt dién khong phai 13 nhitng hinh phang nhung cic
hinh bi€u dién ctia ching duoc vé trén mat phang. Tuy thé, cdc hinh biéu
dién ciing tao cho ching ta cdm gidc nhu dang nhin thiay hinh 1ap phuong,
hinh t dién.

Dé v& hinh biéu dién ctia mét hinh trong khéng gian, ngudi ta dua ra nhitng
quy tac thuong duoge dp dung nhu :

— Puong thang duoc biéu dién boi duong thang. Poan thdng duoc biéu
dién boi doan thdng.

41
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— Hai duong thang song song (hodc cdt nhau) diwoc biéu dién bdi hai
duong thdang song song (hodc cdt nhau).

— Diém A thuéc dwong thang a diuoc biéu dién boi mot diém A’ thudc
duong thang a’, trong dé a’ biéu dién cho dwong thdng a.

) dé biéu dién cho nhiing dwong tréng thdy va diing
nét dirt doan (- - -) dé biéu dién cho nhitng dwong bi khudt.

— Diing nét vé lién (

Cé4c quy tac khic, chiing ta s& duoc hoc sau.

1

V& hinh biéu dién cGia mp(P) va mét duéng thdng a xuyén qua né.

2

V& mot s6 hinh biéu dién cla hinh t& dién. C6 thé vé hinh biéu dién clia hinh t&
dién ma khoéng co nét dit doan nao hay khéng ?

2. Céac tinh chéat thira nhan cua hinh hoc khdng gian

42

Do thue tién, kinh nghiém va quan sit, ngudi ta thita nhin mot s6 tinh chét
sau ddy cua hinh hoc khéng gian.

Tinh chat thira nhan 1

Cé mot va chi mét duong thang di qua hai diém phdn biét
cho truoc.

Nhu véy, hai di€ém phan biét A, B xdc dinh duy nhidt mét dudng thang.
Puong thang dé duoc ki hiéu 1a dudng thang AB hoac ngan gon 1a AB.

Tinh chat thira nhan 2

Cé mot va chi mét mdt phdng di qua ba diém khéng thdang
hang cho truoc.

Nhu vay, ba diém khong thang hang A, B, C xdc dinh duy nhit mot mat
phang. Mat phang dé dwoc ki hiéu 1a mat phang (ABC) hay mp(ABC) hay
ngan gon la (ABC).

Trong thuc t€, kiéng ba chan hoac cdc gid dd ba chan khi dat trén mat dat
khong bi cap kénh vi theo tinh chit thira nhan 2, ba di€ém khong thang hang
nao ciing xdc dinh mét mat phang.
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Kiéng ba chan Gid dé ba chan
Hinh 36 Hinh 37

Tinh chat thira nhan 3

[ Ton tai bon diém khong ciing nam trén mot mdt phdng. J

Néu c6 nhiéu di€ém thuéc mot mat phang thi ta néi rang cdc diém dé déng
phdng, con néu khong cé6 mat phang nio chifa cdc diém dé thi ta néi rang
chiing khéng déng phdng .

Nhu vay, tinh chat thita nhin 3 cé thé ditge phat biéu nhu sau : Tén tai boén
diém khong dong phdng.

3
ﬁ Gia sir (P) la moét mat phdng nao d6. Chimg minh rang cé it nhat moét diém khéng
thude mp(P).

Tinh chat thirta nhan 4

Néu hai mdt phdang phdan biét c6 mot diém chung thi {'hzing\

c6 mét duong thang chung duy nhdt chita tdt cd cdc diém

chung ctia hai mdt phdang dé.
\ 7
Gia st (P) va (Q) 1a hai mat phang phan biét c¢6 di€ém chung A. Theo tinh
chét thira nhan 4 thi (P) va (Q) c6é duong thang chung duy nhét ¢ di qua
diém A. Puong thang a d6 duoc goi 1a giao tuyén ciia hai mdt phang (P)
va (Q), con noéi hai mat phang (P) v (Q) edt nhau theo giao tuyén a, ki
hiéua =(P) n (Q).

43
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Quyén vo ghi bai dang J trude mdt cac em (h.38). Hai bia

/

va la hinh anh ciia hai mdt phang phdn biét. Vdy giao tuyén
cua ching la gi ?

)

>\\\\\\\\\\\\

Tinh chat thira nhan 5 Hinh 38
o~ i 2 - ) ] —~— - T, 3 . &
Trong moi mdr phang, cac két qua da biét cua hinh hoc
phdng déu diing.
>,

Ta s& thdy ring trong khéng gian cé nhiéu mat phang khdc nhau. Tinh chat
thira nhan 5 khang dinh riang trong bit ki mat phang ndo, ta déu cé thé 4p
dung cic két qua ctia hinh hoc phang.

Trén day 1a cac tinh chit duoc thira nhin ma khoéng chitng minh. Ti€p theo
12 vi du vé mot dinh 1i duoc chitng minh dua vao mot s6 tinh chat dé.

DINH LI

Néu mot duong thang di qua hai diém phan biét cua mot
mdt phang thi moi diém cua duong thang déu ndm trong
mdt phang do.

Chirng minh. Gia stt A va B 13 hai diém phan biét clia mat phang (P), A 13
dudng thang di qua A va B.

Theo tinh chit thira nhan 5, trong mat phang (P) ¢6 mot duong thang A' di
qua A va B. Theo tinh chit thira nhan 1 thi A tring v6i A', do d6 A nam
trong mp(P). []

Néu dudng thang @ nam trong mat phang (P) thi ta con néi a ndm trén (P),

hoac (P) di qua a, hoac (P) chita a va ki hiéu la a < (P), hoac (P) D a.

Muon xdc dinh giao tuyén ciia hai mdt phang phan biét thi ta phdi tim bao
nhiéu diém chung cua chiing ?

4

Trong mp(P) cho tir giac 16i ABCD c6 cac canh AB va CD khéng song song ; ngoai
mp(P) cho mét diém S. Hay tim giao tuyén cla :

a) Hai mat phéng (SAC) va (SBD) ;

b) Hai mat phang (SAB) va (SCD).

baitap365.com



Vidul
Cho bén diém O, A, B, C, khéong dong phang. Trén cdac duong thdang OA,
OB, OC ldn liot ldy cdc diém A’, B’, C’ khdc O sao cho cdc duong thang
sau day cdt nhau : BCva B'C’, CAva C'A’, ABva A'B’.

a) Hay xdc dinh giao diém ctia moi duong thang A'B’, B'C’, C’'A’ véi mp(ABC).
b) Chitng minh rdng cdc giao diém trén thang hang.

Giai (h.39)

a) Gia str duong thang A’B’ cat dudng
thang AB tai diém H. Khi dé diém H
thuéc ca hai dudng thang A'B’ va AB.
Mait khéc, duong thang AB nim trong
mp(ABC) nén H chinh 13 giao di€ém
ctia dudng thang A’B’ véi mp(ABC).

Goi I, J 1an luot 12 giao di€m clia céc
dudng thang B'C’ va BC, C'A’ va CA
thi 7, J theo thit tv chinh 14 giao diém
cua B'C’, C"A’ v6i mp(ABC).

b) Theo céu a), ta cé H, I, J lan luot
thuéc cic dudng thang A’B’, B'C’,
(C'A" nén chiing cung thudc
mp(A'B’'C’"). Mat khac H, I, J cung thuéc mp(ABC'). Theo tinh chait thua
nhan 4, ba diém H, I, J thuéc giao tuyén A clia hai mat phang phin biét
(A’B’C’) va (ABC) nén chiing phai thang hang. ]

(&~

Hinh 39

CHU Y 1

Qua vi du trén, ta thay :

e Muén tim giao di€m ctia dudng thang d véi mat phang (P), ta
tim mot dudng thang nao dé nam trén (P) ma cat d. Khi dé, giao
di€m clia hai dudng thang nay 1a giao di€ém can tim.

e Muén chitng minh cdc di€ém thang hang, ta c6 thé chitng to
rang chiing 13 nhitng di€ém chung cta hai mat phang phan biét.

3. Piéu kién xac dinh mit phang

Ta di biét rang : C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém khéng thang
hang (tinh chat thira nhan 2) (h.40).
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Diéu nay c6 nghia l1a

Mét mdt phdng duoc xdc dinh néu biét né di qua ba diém
khéng thang hang.

Mit khic, néu dudng thang di qua hai di€ém phan biét clia moét mit phang
thi nam trén mat phang ay. Tir d6 va tir diéu kién xdc dinh mat phang néi
trén, ta con suy ra (h.41, h.42):

i ™
Mot mat phang duoc xdc dinh néu biét né di qua mot duong
thang va mét diém khéng thuéc duong thang dé.

A F

-~

@ 2 E i o » 3 e u 2
Mot mdat phang duoc xac dinh néu biét no di qua hai duong
thang cat nhau.

oy/Aayyayd

Hinh 40 Hinh 41 Hinh 42

Ki hiéu

» Mit phang di qua dudng thang ¢ va di€ém A khéng nam trén ¢ duoc ki
hiéu 1a mp(a, A) hoac mp(A, a).

» Mat phang di qua hai dudng thang cat nhau a va b duoc ki hiéu 12 mp(a, b).

4. Hinh chép va hinh tir dién
Hinh choép

Cédc kim tu thap Ai Cép 1a céng trinh kién tric hung vi da duoc xay dung
cich diay gin 4500 nam (h43). Ching gém nhiéu hinh chép. Sau day
ching ta s€ néi vé hinh chép va céc tinh chat ctia nd.

Hinh 43 . Kim tu thap Ai Cdp
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A

Trude hét ta quy ude : Tir nay, khi néi dé€n "tam gidc", ta c6 thé hi€u 13
hinh gém ba canh ctia n6é hoac 14 hinh gém ba canh va cdc di€ém nam trong
tam gidc d6. P61 véi da gidc cling nhu thé.

Pinh nghia

Cho da gidc AjAy...A, va mét diém § nam ngoai mat phang chita da gidc do.
N6i S véi cde dinh A, Ay, ..., A, dé dugc n tam gidc : SAAy, SAHA;, ...,
SAL A

Hinh gom n tam gidc dé va da giac AyA,..A, goi la hinh
chop va duwoc ki hiéeu la S A|Ay..A,.

S

Hinh 44
Diém S goi 12 dinh cta hinh chép. Da gidc AjAy...A, goi la mdt ddy cua

hinh chép. Cic canh clia mat diy goi 14 cdc canh ddy ctia hinh chép. Cac
doan thang SA{, SA, ..., SA, goi 1A c4c canh bén clia hinh chép. Méi
tam gidc SA[Ay, SAA;, ..., SA A, goi la mot mdt bén cua hinh chép.
Néu ddy cua hinh chép 12 mot tam gidce, t@ gide, ngii gidc, ... thi hinh
chép twong tng goi la hinh chop tam
gidc, hinh chop tir giac, hinh chop
ngiugiac (h.44), ...

5

a) C6 hinh chép nao ma sé canh (canh bén va
canh day) clia n61a sé 1é khéng ? Tai sao ?

b) Hinh choép c¢é 16 canh thi c6 bao nhiéu
mat ?

6

Cho hinh choép tir giac SABCD. Mot mat
phang (P) cat cac canh SA, SB, SC, SD lan
Iuct tai A”, B’, C”, D",

Hinh 45

A7
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Chimg minh rang cac dudng thdng A'C’, B'D’ va SO déng quy (O la giao diém cla
hai duong chéo AC va BD cla day) (h.45).
Vidi2

Cho hinh chép tit gidc S.ABCD véi hai duong thang AB va CD cdt nhau. Goi
A’ la mot diém nam giita hai diém S va A. Hdy tim cdc giao tuyén cia
mp(A'CD) véi cdc mdt phang (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).
Giai (h.46)
Cdch 1. Ap dung két qua cta hoat déng 6
& trén, ta cé mat phang (A’CD) cat céc
canh SA, SB, SC, SD lan luot tai A", B’,
C, D thi B’ 1a giao di€ém ctia dudng thang
DI véi canh SB (& day I 12 giao diém cna
hai dudng thang SO va CA’).
Tir d6 dé thay :

(ABCD) n (A'CD)=CD ;

(SAB) N (A'CD)=A'B’;

(SBC) n (A'CD) = CB’,;

(SCD) N (A'CD)=CD ;

(SDA) n (A’CD) = DA’ A0

Cdch 2. Goi K 1a giao diém ctia hai dudng thang AB va CD thi r6 rang giao
tuyén ctia mp(A'CD) va mp(SAB) 1a dudng thang A'K. Khi 4y giao diém B’
ctia mp(A’CD) va canh bén SB ctia hinh chép chinh 13 giao di€ém ctia dudng
thang A’K va SB. Tir dé ta tim ra cdc giao tuyén clia cdc mat phang chia
cdc mat con lai ciia hinh chép véi mp(A'CD). [
& CHU Y 2
Ti gidc A'B'CD c¢6 cdc canh nam trén nhitng giao tuyén clia mat
phang (A’CD) véi cdc mat ctia hinh chép S.ABCD. T gidc dé
duoc goi 1a thiét dién (hay mdt cdt) cia hinh chép S.ABCD khi
cat b&i mp(A'CD).

N6i mét cach don gian : Thiét dién (hay mdt cdf) cua hinh .%#khi cat boi
mp(P) 1a phan chung cua mp(P) va hinh .#.
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i

Khi x4y dung mot ngdi nha, ché&
tao mot c6 mdy, ..., dé thé hién
hinh dang bén trong ctia chiing,
nguoi thi€t k& dd dung nhiing
mit phang cat d€ mé ta nhiing

thi€t dién cta chung trén ban vé

(h47).

Hinh 47.Thiét dién cua than may »

Hinh tu dién

Cho bén diém A, B, €, D khong déng phang. Hinh gém bén tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD soi la hinh ti dién (hay ngan gon 12 ti dién) va duoc
ki hiéu 12 ABCD. Cic diém A, B, C, D goi 1a cdc dinh cta ti dién. Céic
doan thang AB, BC, CD, DA, CA, BD goi |2 cic canh clia tit dién. Hai canh
khong cé di€ém chung goi 1a hai canh doéi dién. Cic tam gidc ABC, ACD,
ABD, BCD goila cdc mdt cua tii dién. Dinh khéng nam trén mot mat goi 1a
dinh doi dién v6i mdt do.

Mot tit dién ABCD ¢é6 thé coi la hinh chép tam gidc bang bao nhiéu cdach ?
Hay néi cu thé méi cach.

Dac biét, hinh tit dién c¢6 bén mat 12 nhitng tam gidc déu duoc goi 12 hinh
tir dién déu.

Cdc canh cua hinh tit dién déu cé bang nhau hay khéng ?

Céu hoi va bdii tép
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nio diing ?
a) C6 duy nhat mét mat phang di qua ba diém cho trude ;
b) C6 duy nhat mot mat phang di qua ba di€ém khong thang hang cho trudc ;
c) Ba di€ém khong thang hang cling thu6c mét mat phang duy nhit.

49
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10.

11.

50

Em hay giai thich vi sao cdc d6 vat ¢6 bén chan nhu ban, ghé, ... thudng dé
bi cap kénh.

V&i mét cédi thude thang, lam thé€ nao dé phdt hién moét mat ban cé phang
hay khoéng 7 N6i 16 can cif vao dau ma ta lam nhu vay.

Cho hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A. Trén (P) cho
dudng thang a@ va trén (Q) cho dudng thang b. Ching minh rang néu a va b
cat nhau thi giao di€ém phai nam trén A.

Cho mat phang (P) va ba diém khéng thang hiang A, B, € cling nim ngoai
(P). Chitng minh ring néu ba dudng thang AB, BC, CA déu cat mp(P) thi
cdc giao diém d6 thang hang.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nio diing ?

a) C6 duy nhit mét mat phang di qua mot diém va mét duong thang cho trude ;
b) Cé duy nhit mot mat phang di qua moét di€ém vi moét dudng thang chifa
diém do ;

¢) Cé duy nhit mot mat phang di qua mot diém va mot dudng thang khong
chita diém dé.

Hay tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

a) C6 mot mat phang duy nhat di qua hai dudng thang cho trudc ;

b) C6 mot mat phang duy nhat di qua hai dudng thang cat nhau cho trudc ;
c¢) Cé duy nhit mot mat phang di qua hai dudng thang ma hai dudng thang

d6 1an lwot nam trén hai mat phang cat nhau.

Cho hai dudng thang a va b cat nhau. Mot dudng thang ¢ cat ca a va b. C6
thé két luan rang ba dudng thang a, b, ¢ cling nim trong moét mat phang
hay khoéng ?

Cho ba dudng thang a, b, ¢ khéng cting nam trong mot mat phang sao cho
ching d6i moét cat nhau. Chitng minh rang chiing déng quy.

Cho hai dudng thang @ va b cat nhau tai diém O va duong thang ¢ cat
mp(a, b) & diém I khic O. Goi M 1a diém di dong trén ¢ va khac I. Ching
minh rang giao tuyén clia cdc mat phang (M, a), (M, b) nam trén mo6t mat
phang ¢ dinh.

Cho hinh binh hanh ABCD nam trong mat phang (£) vi mot di€ém $ nam
ngoai mp(P). Goi M 1a diém nam giita S vA A ; N 1a diém nam giita S va B ;
giao diém cnia hai dudng thang AC va BD 13 O.
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13.

14.

135.

16.

a) Tim giao di€ém ctia mat phang (CMN) véi dudng thang SO.
b) Xac dinh giao tuyén clia hai mat phang (SAD) va (CMN).

. V& mot s6 hinh bi€u dién clia mét hinh chép ti gidce trong cdc trudng hop

day 1a tr gidc 161, ddy 1a hinh binh hanh, day la hinh thang.

Thi€t dién ctia mot hinh tt dién cé thé 13 tam gidc, tit gide hodc ngii gidc
hay khoéng ?

Diing bia cting cat va ddn lai dé thanh :

a) Mot tir dién déu ;

b) Mot hinh chép tit gide c6 day la hinh vuéng va cac mat bén la nhiing

tam gidc déu.

Cho hinh chép tit gide SSABCD. Ba diém A’, B’, €’ lan luot nam trén ba
canh SA, SB, SC nhung khéng tring véi S, A, B, C. Xac dinh thi€t dién cua
hinh chép khi cat bédi mp(AB’C’).

Cho hinh chép S ABCD. Goi M 1a mot di€ém nam trong tam gide SCD.

a) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SBM) va (SAC).

b) Tim giao diém chiia dudng thang BM via mp(SAC).

c¢) X4c dinh thiét dién ctia hinh chép khi cat bdi mp(ABM).

HAI PUONG THANG SONG SONG

1. Vi tri tuong d8i giira hai dudng thing phan biét

21

Hay quan sat hinh 48. Ta coi cac mép ban a, c
va canh b ciia chan ban la cdc duong thang a,
b, c.

a) Puong thang a va dwuong thang b cé cing

ndm trén mot mdt phang hay khong ?

b) Cé mdt phang nao chita hai duong thang a va
¢ hodc chita hat duong thang b va ¢ hay khong ? Hinh 48

51
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Nhu vay, khi cho hai dudng thang phin biét a a

vd b trong khéng gian thi cé thé xdy ra hai m
truong hop : / 74 \/

a) Khong c6 mat phang nio chita ca a va b.

Khi dé ta néi rang hai dudng thang a va b chéo
Hinh 49

nhau (h49). e

b) C6 mat phang chita ca @ va b. Khi dé ta néi rang ching doéng phdng.
Trong trudong hop nay, theo két qua clia hinh hoc phang, ¢é hai kha nang
Xay ra :

i) @ va b khéng cé di€ém chung. Khi dé ta néi rang ching song song véi
nhau (hoac ching song song) va ki hiéu a // b (h.50).

A= S

Hinh 50 Hinh 51

. 5 # - 7 o - r £ ot - &
i1) @ va b c6 mét diem chung duy nhat. Khi dé ta néi rang chiing cat
" 7 = - ~ o ~ - o -
nhau. Néu diém chung cua ching la I, ta néi rang chiung cat nhau tai 1

hoac I 14 giao diém ctia ching va vi€ta m b= {I} hoac a n b =1 (h.51).

DINH NGHIA

Hai duong thang goi la déng phdng néu chiing ciing nam trong
mot mdt phdang.
Hai dwong thang goi la chéo nhau néu chiing khong dong phang.

- . 2 - . A - A 2 .
Hai duong thang goi la song song néu chiing dong phang va
khong cé diém chung.

1
R Cho tir dién ABCD. Hay xét vi tri tuong déi gitra hai dudng thdng AB va CD.

2
ﬁ Cho hai dudng thdng @ va b chéo nhau. C6 hay khéng hai dudng thdng p, ¢ song
song vdi nhau, moéi dudng déu citcaavahb ?
2. Hai dudng th%ng song song

Dua vao tién dé O-clit vé duong thang song song trong mat phang, ta c6
thé chitng minh duoc cic tinh chat sau day
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Tinh chat 1

Trong khong gian, qua mot diém nam ngoai mot duong thang,
c6 moét va chi mot duong thang song song vol duong thang do.

Tinh chat 2

Hai duong thang phdn biét ciing song song voi mét duong
thang thir ba thi song song voi nhau.

Gia str (P), (Q), (R) 1a ba mat phang déi mét cat nhau theo ba giao tuyén phan
biéta, b, c,trong dé6: a=(P) " (R),b=(Q) N (R), c=(P)n (Q) (h.52).

:

™
L o

*----
i

£

Y\
\:

o
=

Hinh 52

22| C6 nhitng vi tri tuong doi nao giita hai giao tuyéna va b ?

3
ﬁ Dung két qua bai tap 4 clia §1, hay ching t6 rang ba giao tuyén a, b, ¢ hoic déng
quy hodc d6i mot song song.

Tu do ta c6 dinh 1i sau day :

DINH LI (vé giao tuyén ctia ba mat phang)

Néu ba mdt phang doéi mot cat nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hodc doi mot song song.

HE QUA

Néu hai mdt phdng cdt nhau lan licot di qua hai dwong thdng
song song thi giao tuyén cua chiing song song voi hai duong
thang do (hodc tring voi mét trong hai duong thdang do).

4
R Hay st dung dinh Ii vé giao tuyén clia ba m4t phdng dé ching minh hé qua trén.
53
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3. Mot sé vidu

34

Vi du 1. Cho tit dién ABCD. Goi M, N,
P, Q. R, S lan lwot la trung diém cua cdc
doan rhffng AB, CD,BC, DA, AC, BD.

Chitng minh ba doan thang MN, PQ va
RS doéng quy tai trung diém G cua moi

doan. Diém G dé goi la trong tam cua tir
diéen ABCD dda cho (h53).

Giai

Vi MP 1a dudng trung binh ctia tam giac

ABC, NQ la dudng trung binh cta tam
giac ADC nén MP || AC, NQ || AC,

Hinh 53

1 1 :
MP = EA(_..‘_, NQ = EAC. Vay MP /[ NQ va MP = NQ, do dé tir giac
MPNQ 1a hinh binh hanh. Tir dé, ta suy ra cdc doan thang MN va PQ cat
nhau tai trung diém ctia méi doan.

Chitng minh twong tu, cdc doan thang MN va RS ciing cat nhau tai trung
diém cta mbi doan. Vay, ba doan thang MN, PQ, RS déng quy tai trung
diém G ctia méi doan thang dé. []

Vidu 2. Cho hinh chép S ABCD co day la hinh binh hanh.

a) Tim giao tuyén ciia hai mét phang (SAB) va (SCD).

b) Xdc dinh thiét dién ciia hinh chép S.ABCD khi cdt boi mdt phang (MBC),
trong dé M la mot diém ndm giita hai diém S va A.

Giai (h.54)

a) mp(SAB) vd mp(SCD) c¢6 diém
chung § va lan lwot di qua hai dudng

thang song song AB va CD nén chiing
cat nhau theo giao tuyén A di qua § va
song song voi AB va CD.

b) mp(MBC) va mp(SAD) lan lwot di
qua hai dudng thang song song BC va
AD va c6 diém chung M nén giao

tuyén clia ching 14 dudng thang MN Hinh 54
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17.

18.

19.

song song véi AD (N € SD). Vay thi€t dién ctia hinh chép S ABCD khi cat
boi mp(MBC) 1a hinh thang MNCB. o

Céu hoi va badii tap

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

a) Hai duwong thang chéo nhau thi khéng c6 di€ém chung ;

b) Hai duwong thang khong cé diém chung thi chéo nhau ;

c¢) Hai dudng thang khéng song song thi chéo nhau :

d) Hai dudng thang phan biét khong cat nhau va khéng song song thi chéo nhau.
Cho tit dién ABCD. Goi M, N 1a hai diém phan biét cling thude dudng
thang AB ; P, Q 14 hai di€ém phan biét ciing thuée dudng thang CD. Xét vi
tri twong do6i cta hai dwong thang MQ, NP va vi tri twong d6i cta hai
dudng thang MP, NQ.

Cho tit dién ABCD. Bén diém P, Q, R, S lan lwot nim trén bén canh AB,
BC, CD, DA va khong tring véi cdc dinh cia tif dién. Chitng minh rang

a) Bon diém P, Q, R, S déng phang khi va chi khi ba duong thang PQ, RS,
AC hoac do6i moét song song hoac déng quy ;

b) Bén diém P, Q. R, S déng phang khi va chi khi ba dudng thang PS, RO,
BD hoac déi mét song song hoac déng quy.

. Cho tit dién ABCD va ba diém P, Q, R lan lwot nam trén ba canh AB, CD,

BC. Hiy x4c dinh giao diém § ctia mp(POR) véi canh AD néu :
a) PR [| AC ; b) PR cat AC.

. Cho tif dién ABCD. C4c diém P, Q lan luot 14 trung diém cta AB va CD ;

diém R nam trén canh BC sao cho BR = 2RC. Goi S 1a giao diém cna
mp(POR) va canh AD. Chimg minh rang AS = 25D

. Goi (G 1a trong tAm cua tr dién ABCD.

a) Chirng minh rang dudng thang di qua G va mét dinh cta tif dién s& di
qua trong tAm ctia mat déi dién véi dinh ay.

b) Goi A’ 14 trong tAm ctia mat BCD. Ching minh rang GA = 3GA’.
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BUGNGTHﬁyGSONGSONG
vOI MAT PHANG

1. Vi tri tuong ddi giira dudng thang va mat phang

Cho mét dudng thang a va mé6t mat phang (P). Ta thiy c6 ba trwdng hop
sau day xay ra:

a) Dudng thang a va mp(P) ¢6 hai di€ém chung phan biét. Khi dé, theo dinh
li & §1, duwdng thang @ nam trén mp(P). titc 1a ¢ = mp(P) (h.55a).

b) Puong thang ¢ va mp(P) ¢6 mot di€ém chung duy nhit A. Khi dé ta néi a
va (P) cat nhau tai A va viét a m (P) = {A} hodc a n (P) = A (h.55b).

¢) Dudng thang ¢ va mp(P) khéng cé6 diém chung niao ca. Khi dé ta néi
rang duong thang a song song véi mdt phdang (P), hoac mdt phdang (P) song

song voi duong thang a, hoac a va (P) song song voi nhau, va viét
a [/ (P) hoac (P) /] a (h.35¢c).

\ -
V4
(B K ‘1\ / Q}

a) b)
Hinh 55

Vay ta c6 dinh nghia sau day

DINH NGHIA

Mot dicong thang va mét mdt phang goi la song song véi nhau
néu chiing khéng cé diém chung.

2. Diéu kién dé mdt dudng thdng song song v8i mdt mit phang

Nhdn xét

Cho dudng thang b nam trong mp(P) va mét dudng thang a song song véi b.
LAy mot diém [ tuy ¥ trén a. Khi d6, néu I thuée (P) thi ¢ nam trong (P) ;
néu I khong thuée (P) thi a song song vdi (P) (h.56).
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b
a
; >
a) b)

Hinh 36

Vay ta c6 dinh 1i sau day

DINH LI 1

a* . e A & A , 2 s \
Néu duong thang a khéng nam trén mdt phang (P) va song

song voi mét duong thdang ndao dé ndm trén (P) thi a song

song vor (P).
\ J/

3. Tinh chat

Cho dudng thang a song song véi mat phang (P). Khi dé, duwong thang a cé
song song véi dudng thang ndo nam trén (P) hay khéng ? Dinh 1i sau day
gilp ta thay ro diéu dé.

DINH LI 2

Néu dwong thang a song song voi mdt phang (P) thi moi mdit
phdng (Q) chita a ma cdt (P) thi cdt theo giao tuyén song

song voi a.

9 S
ﬂ 1 (D€ ching minh dinhti2) ~ f ———— z
Hay vé qua ¢ mot mat phing (Q) cat mat %
» . 3 L "
phang (P) theo giao tuyén b réi dung b i
phudng phap phan ching dé chimg minh \
b song song v&i a (h.57). Hinh 57
HE QUA 1

Néu mot duong thang song song véi mot mdt phdng thi né
song song voi mot diong thang nao dé trong mdt phdng.
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HE QUA 2

, . , . A
Néu hai mdt phdang cdt nhau ciing song song voi mot dirong

thang thi giao tuyén ciua chiing ciing song song voi duong

thang do.

i
R 2 (D& chimg minh hé qua 2) ]
Cho hai mat phang (P), (Q) cung song song véi moét M4 i
dudng thdng a va (P) » (Q) = b. Lay mot diém M nam : l,
trén h. Hay chiihg minh rang cac giao tuyén clia mp(M., @) b ;
véi hai mat phang (P) va (Q) déu trung véi b va tir do Q‘ko'
suy ra két luan cla hé qua (h.58). e 2T
- Hinh 58
DINH LI 3

58

Néu a va b la hai dwong thing chéo nhau thi ¢é duy nhadt
moét mdt phdng chita a va song song voi b.

Chitng minh

LAy mot diém M nam trén a. Ké qua M mot

dudng thang b’ song song véi b (h.59). Khi

doé, theo dinh 1i 1, hai dudng thfmg a va b’ ﬂ
xac dinh mp(P) song song véi b.

Néu c6 mat phang (Q) khic (P) ciing di qua

a va song song vdi b thi theo hé qua 2, a la

giao tuyén cua (P) va (Q) nén a // b, trai Ll

v6i gia thi€t. Vay mp(P) l1a duy nhat, [

Vidu

Cho tit dién ABCD. Goi M la mét diém nam trén canh AB (M khédc A va B).
Gid sit (P) la mdt phdng qua M song song véi cdc duong thing AC va BD.
Hdy xdc dinh thiét dién ciia hinh tit dién ABCD khi cdt boi mdt phdang (P).
Thiét diénla hinh gi ?

Giai (h.60)

Tir M ké dudng thang song song véi AC cat BC tai N va ké dudng thang
song song v4i BD cat AD tai F. Khi 4y, (P) chinh 12 mp(MNF). Goi E 1a
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}JJJ

giao diém cua (P) véi CD thi thiét dién 13 t&
gidc MNEF. Vi dudng thang MN song song vdi
mp(ACD) nén mp(P) qua MN cat mp(ACD)
theo giao tuyén EF song song véi MN. Tuong
twr, NE song song véi MF. Vay thi€t dién cin
tim 1a hinh binh hanh MNEF. [

Céu hoi va bdii tép

. Cho hai dudng thang @ va b cling song song véi mp(P). Ménh dé nao diing

trong cdc ménh dé sau ?

a) a va b song song véi nhau ; b) @ va b chéo nhau ;
» # iy = ~ 5,

c) a va b co thé cat nhau ; d) @ va b trung nhau.

e) C4dc ménh dé a), b), c¢), d) déu sai.

. Cho mp(P) va hai dudng thang song song a, b. Ménh dé nao ding trong

cdac ménh dé sau day ?

a) Néu (P) song song vdi a thi (P) ciing song song véi b ;

b) Néu (P) song song véi a thi (P) song song véi b hoac chira b ;
c) Néu (P) song song vdi a thi (P) chira b ;

d) Néu (P) cat a thi (P) cing cat b ;

e) Néu (P) cat a thi (P) cé thé song song véi b ;

f) N€u (P) chita a thi (P) c6 thé song song véi b.

. Cho hinh tir dien ABCD. Goi M, N lan lwot 1a trung di€ém clia cdc canh AB

va AC.

a) Xét vi tri twong déi ctia dudng thang MN va mp(BCD).

b) Goi d 13 giao tuyén clia hai mit phang (DMN) va (DBC). Xét vi tri
tirong doéi cua d va mp(ABC).

. Khi cat tir dién bang mot mat phang thi thi€t dién nhan dwoc c6 thé 13

nhirng hinh nao sau day ?
a) Hinh thang ; b) Hinh binh hanh ; c¢) Hinh thoi.
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27.

S

Cho hinh chép S.ABCD cé ddy 1a tit gidce 161, O 13 giao di€ém ctia hai dudng
chéo AC va BD. Xic dinh thiét dién ctia hinh chép khi cat b&di mat phang di
qua O, song song véi AB va SC. Thi€t dién dé la hinh gi ?

. Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh binh hanh. Xac dinh thi€t dién cua

hinh chép khi cat boi mat phang di qua trung diém M cta canh AB, song
song voi BD va SA.

HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Vi tri tuong d&i cGa hai mit phing phan biét

21

60

Trong khong gian cho hai mat phang phan biét (P) va (Q).

Mdt phang (P) va mdt phang (Q) cé thé ¢6 ba diém chung khéng thdng
hang hay khong ?

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) ¢é mot diém chung thi chiing cé bao nhiéu
diém chung ? Cdc diém chung dé cé tinh chdt nhu thé nao ?

Nhu vay khi cho hai mat phang phan biét (P) va (Q), cé thé xay ra mot
trong hai truong hop sau day :

a) (P) va (Q) c6é diém chung. Khi dé ta bi€t rang (£) va (Q) cat nhau theo
moét dudng thang (h.61a).

b) (P) va (Q) khéng c6 diém chung. Trong trudng hop niy, ta néi ching song
song voi nhau (hoac song song) (h.61b) va ki hiéu (P) // (Q), hay (Q) /] (P).

yd
pd

S
S

a) b)
Hinh 61
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DINH NGHIA

“ Hai mdt phdng goi la song song néu chiing khéng cé diém chung.

Trong thuc t€, ching ta thudong gap hinh anh ctia nhitng mat phang song
song : cac béc cau thang (h.62a), hai mat d6i dién cta hop diém (h.62b), ...

b)
Hinh 62

2. Diéu kién dé hai mat phﬁng sonhg song

23

24

Trong khéng gian cho hai mat phang phan biét (P) va (Q).

Khdng dinh sau day cé diing khéng ? Vi sao ?

Néu hai mdt phang (P) va (Q) song song voi nhau thi moi duong thing
nam trén (P) déu song song voi (Q).

Khdng dinh sau day cé diing khéng ? Tai sao ?

Néu moi diuong thang ndm trong mdt phang (P) déu song song véi mdt
phdng (Q) thi (P) song song véi (Q).

Bay gid, néu chi biét trong mp(P) cé hai dudng thang cat nhau va cling song

song v&i mp(Q) thi (P) cé song song vdi (Q) hay khéng ? Dinh 11 sau diy tra
161 cau hoi do.

PINH LI 1

Néu mdt phdang (P) chita hai duong thdang a, b cdt nhau va
cing song song voi mdt phang (Q) thi (P) song song voi (Q).

1 (P& chimg minh dinh Ii 1)
a) Hay ching té rang hai
mat phang (P) va (Q) khéng
trung nhau.

b) Gia st (P) va (Q) cét
nhau theo giao tuyén c.
Hay chimg té rang a // ¢,
b Il ¢ va do d6 suy ra diéu
vo Ii (h.63).

Hinh 63
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3. Tinh chat

Ta biét rang : Qua moét diém nim ngoai mot dudng thing, cé6 mot va chi
mot dudng thang song song véi dudng thang dé. Bay gid néu ta thay cum
tit "dudng thang" trong ménh dé trén boi cum tir "mit phang”, ta ciing c6
cac tinh chat tuong tu nhu sau :

Tinh chat 1

Qua mét diém nam ngoai mot mdt phang, c6 mét va chi moét
mdt phang song song voi mdt phang do.

Chirtng minh
Gia sit A 13 mot diém nam ngoai mp(Q). Trén M{

(Q), 14y hai dudng thang a’ va b’ cat nhau. Goi
va b 1a hai dudng thang qua A va lan luot song ;
a

b /

song v&i a’ va b . Theo dinh 1i 1, hai dudng
thang @ va b xdc dinh mp(P) song song véi .
mp(Q) (h.64). Hinh 64

Gia st (P’) ciing 12 mot mat phang qua A va song song véi (Q). Khi dé,
(P") song song v&i a’ va b’, do d6 (P") phai chita @ va b. Vay (P) va (P’)
trung nhau. L]

Tu tinh chAt trén, ta suy ra hai hé qua sau (h.65)

HE QUA 1

Néu duong thang a song song véi mdt phang (Q) thi cé duy
nhdt mot mdt phang (P) chiia a va song song voi (Q).

HE QUA 2

Hai mdt phang phan biét ciing song song voi mdt phdng thit
ba thi song song voi nhau.

£
£/

Hinh 65

\ AN
NN

62
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4. Binh li Ta-lét (Thalés) trong khéng gian

Cho mp(R) cdt hai mdt phdng song song (P) va
(Q) lan lirot theo hai giao tuyén a va b. Hoi a va
b ¢é diém chung hay khong ? Tai sao ? (h.66)

Tra 101 c4u hoi trén, ta duogc tinh chat sau day

Tinh chat 2 Hinh 66

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) song song thi moi mdt phdng
(R) da cat (P) thi phdi cat (Q) va cdc giao tuyén cia chiing
SOng song.

G cdp THCS, cdc em da hoc dinh Ii Ta-1ét trong
mat phang néi vé nhitng dudng thang song song.
Bay gid ching ta s& hoc mot dinh 1i néi vé
nhitng mat phang song song ciing mang tén nha
todn hoc Hy Lap : Ta-1ét. Pinh 1i 4y duoc phat
biéu nhur sau

DINH 112 (Dilﬂl 1i Ta-1ét) Thalés (624 - 547 TCN)

Ba mdt phdng déi mét song song chdn ra trén hai cdt tuyén
bat ki cdc doan thang tuong ting ti lé.

, a a’
Dinh Ii trén ¢6 nghia l1a : Néu ba mat phang / \
d6i mot song song (P), (Q), (R) cat hai -
duong thang @ va a’ 1an luot tai A, B, C va /{A!"”\‘f /

A’ B, (" thi -
AB _ BC _ CA / \ \
AB  BC (A § %MAV

Dé chitng minh dinh 1i, goi B; 1a giao '
diém cta AC’ va mp(Q) r6i 4p dung dinh / \\

1i Ta-1ét trong mat phang (ACC”) va trong ¢
mat phang (C'AA"). / C

Hinh 67
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Ta thira nhan dinh 11 sau day, thudng goi 1a dinh 11 Ta-1ét dao.

DINH LI 3 (Dinh 1f Ta-1ét ddo)

n}icf sit trén hai duong thang chéo nhau a va a’ lan luot !&
cdc diéem A, B, Cva A’, B, C’" sao cho
AB BC CA
AB°  B'C' CA'
Khi c?ci,iba duong thang AA’, BB’, CC’ ldn luwot nam trén ba
mdt phang song song, tiic la chiing cung song song vor mot

Ur{?f phang. /
Vidu

Cho tit dién ABCD. Cac diém M, N theo thit tu chay trén cdc canh AD va

MA NB

q MD NC

phang c6 dinh.

Giai (h.68)

Vi M, N lan luot nam trén cic doan
MA NB

thang AD va BC sao cho = nén
MD  NC

B( sao cho . Chitng minh rang MN luén song song v&i mot mat

suy ra

MA MD AD

NB NC BC
Vay theo dinh 1i Ta-lét ddo, cdc dudng
thang MN, AB, CD cing song song véi
moét mit phang (P) ndo d6. Ta cé thé 14y
mp(P) di qua mot di€m cé dinh, song song
v6i AB va CD ; 16 rang (P) c6 dinh. H Hinh 68

5. Hinh lang tru va hinh hop

64

Trong cudc séng hang ngay, ta thudng gap nhiéu dé ding, vit thé cé hinh
dang hinh lang tru hay hinh hép nhu : hop diém, hop phén, ciy thude,
quyén sich, ...

Pinh nghia hinh lang tru

Cho hai mat phflﬂg (P) va (P’) song song. Trén (P) cho da giac AjA,..A,.

Qua cdc dinh A, Ay, ..., A,, ta v& cdc dudng thang song song véi nhau
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va 14n luot cat mp(P’) tai A, A'y, ...,
A’ (h.69). Dé dang thdy rang cdc tit
gl{l{‘ HIAQ.A,QA’]? A2A3A’3A,2, o ,‘I
A, AA1A’, 1a nhiing hinh binh hanh !

va hai da gidc AN A, 51
AA5.. A" c6 cdc canh tuong ung A" < B ; [T~y
[=% 2 n : 1‘}2\1 A% 4

song song va bang nhau.
Hinh 69

]
|
Tl
=1

.

Hinh hop boi cdc hinh binh hanh AjAyA'5A"|, AyA3ARA%, ..
A AANAY, va hal da giac A1A . A, A"TAH. A", goi la hinh
ldng tru hodc ldng tru, va ki hiéu la AjAy.. A, A"1AS .. A",

Moéi hinh binh hanh néi trén goi 12 mot mdt bén cua hinh lang tru. Hai da
gide A/Ay..A,, A1A’...A", goila hai mdtday cua hinh lang tru. Cac canh
ctia hai da gidc dé goi 1a cdc canh ddy ; cdc doan thang AAT, AyAYH, o,
A,A’, goila cdc canh bén ctua hinh lang tru. Cdc dinh cta hai mat ddy goi
1a cdc dinh cia hinh lang tru.

Néu day cnua hinh lang tru 13 tam giéc, tit gidc, ngl gidc thi lang tru tuwong
ting duoc goi la ldng tru tam gidc, ldng tru tir giac, ldng tru ngi gidc

(h.70).
/]

h) Ling tru tir gidc

a) Ldng tru tam gidc ¢) Ldng tru ngii gidc
Hinh 70

Sau day, ta s€ gidi thiéu mét dang dac biét ctia hinh lang tru, dé 1a hinh hép.

|| Hinhldng tru cé day la hinh binh hanh diwoc goi la hinh hép.
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baitap365.com



26

A

Nhu vay, hinh hép cé sau mat (bén mat bén va hai mat ddy) déu 1a nhitng
hinh binh hanh (h.71). Méi mat ¢6 moét mat song song v&i né. Hai mat nhu

thé ooi la hai mdt déi dién.

C6 thé xem hai mdt dot dién nao dé cua hinh hép la hai mdt ddy cua né

hay khong ?

Hinh hép ¢6 tim dinh, hai dinh ctia hinh hoép goi 1a hai dinh doi dién néu
chiing khéng cung nam trén moét mat nao. Poan thang néi hai dinh d6i dién

goi la duong chéo cna hinh hop.

Hinh 71 «cho ta thiy hinh hop
ABCD A'B’C’D’ ¢6 cdc cap dinh d6i dién 1a
AvaC' BvaD' CvaA',DvaB’ vaco
cac duong chéo la AC", BD', CA’, DB’

Hinh hép c6 muoi hai canh chia lam ba
nhém, méi nhém gém c6 bén canh song
song va bang nhau. Hai canh goi 13 hai
canh doi dién néu ching song song
nhung khéng ciing nam trén bat ki mot
mat nao cua hinh hoép.

2

Hinh 71

Chifng toé ring bén dudng chéo clia hinh hép cat nhau tai trung diém ctia mébi

duong. Piém cat nhau d6 goi |a tdm ctia hinh hép.

6. Hinh chop cut

66

Pinh nghia

Cho hinh chop S.AiA,...A, va m6t mat phang
(P) khong qua dinh, song song véi mat phang
ddy, cat cdc canh SA;, SA;, .., SA, lan luot

tai A, A%, .., A’,. Hinh hop bai thiét dién
A'1AH. A, vadidy AiAy...A, cua hinh chép
cung voi cac tir giac A"AHAH A, AHA3AA,
e ALATAA, gol 1a mot hinh chép cut, ki
hiéula A"|AS.. A", AjA . A, (hT72).

Day cua hinh chép goi la day lén cia hinh
chép cut, con thiét dién A"A%...A’, goi la
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dday nho cua hinh chép cut. Cic ti gidc A1AHAHA, AHLARAA, ..,
A", A1A1A, goi 1a cdc mdt bén cha hinh chép cut. Cic doan thang AjA],
AA'5, ..., A,A’, goilacdc canh bén cua hinh chép cut.

Tuy theo ddy la tam giac, tit gidc, ngll gidc, ..., ta cd hinh chop cut tam
giac, hinh chop cut tit giac, hinh chop cut ngu gidac, ...

Tinh chat

Vi hinh chép cut duge cat ra tir mét hinh chép nén ta dé dang suy ra tinh
chit sau day

oy

a) Hai day la hai da gidce ¢6 canh twong irng song song va t
§6 cde canh twong itng bang nhau.

Hinh chop cut cé :

b) Cac mdt bén la nhitng hinh thang.

b\{' ) Cdc duong thang chita cdc canh bén dong quy tai mot d‘r’é}nJ

Cdu hoi va bdi tap

. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hai mat phang phan biét cing song song véi mot dudng thang thi song
song vd&i nhau ;

b) Hai mat phang phan biét cling song song véi mot mat phang thi song
song véi nhau ;

c) Néu hai mat phang song song thi moi dudong thang nam trén mit phang
nay déu song song véi mat phang kia ;

d) Néu hai mat phang song song thi méi dudng thang nam trén mat phang
nay déu song song véi moi dudng thang nam trén mat phang kia ;

e) Néu hai mat phang phan biét 1an luot di qua hai dudng thang song song
thi song song v&i nhau ;

f) Néu mot dudng thang cat moét trong hai mat phang song song thi cat mat
phang con lai.

. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao diing ?

a) Hinh hop 1a mo6t hinh lang tru ;

b) Hinh lang tru cé tit ca cdc canh song song ;

c) Hinh lang tru cé tit ca cdc mat bén bang nhau ;
d) Hinh lang tru c6 cdc mat bén la hinh binh hanh ;
e) Hinh hop c6 cdc mat d6i dién bang nhau.
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36.

38.

39.

68

. Cho hai duong thang chéo nhau. Chifng minh rang cé ding hai mat phang

song song véi nhau 14n luot di qua hai dudng thang dé.

. Cho hai dudng thang chéo nhau « va b 14n luot nam trén hai mat phang

song song (P) va (Q). Chitng minh rang néu di€ém M khong nam trén (P)
va khong nam trén (Q) thi ¢é duy nhit mot dudng thang di qua M cat ca a
va b.

. Trong mat phang (P) cho hinh binh hinh ABCD. Qua A, B, C, D lan luot vé

bén dudng thang a, b, ¢, d déi mét song song véi nhau va khéng nam trén
(P). Mot mat phang cat a, b, ¢, d 1an luot tai bén diém A’, B', ", D’. Chiing
minh rang A’B’C’D’ 14 hinh binh hanh.

. Cho tit dién ABCD. Goi M la trung diém cta AB. Hdi mat phang (P) qua

diém M, song song véi ca AD va BC cé di qua trung diém N cta CD
khong ? Tai sao ?

. Cho hai di€ém M, N l4an luot thay d6i trén hai mat phang song song (P) va

i . IM
(Q). Tim tap hop cac diém I thuéc doan thang MN sao cho T =k, k=0

cho trudec.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B’'C’. Goi H 14 trung diém ctia canh A'B’.
a) Chitng minh rang dudng thang CB’ song song v&i mp(AHC”).

b) Tim giao tuyén d ctia hai mat phang (AB'C’) va (A'BC). Chitng minh
rang d song song v&i mp(BB'C’C).

¢) Xdc dinh thi€t dién ctia hinh lang tru ABC A’B’C’ khi cat boi mp(H, d).

. Cho hinh hép ABCD.A'B’C’D’. Chitng minh rang

a) mp(BDA") [/ mp(B'D'C) ;

b) Duong chéo AC’ di qua cdc trong tim (, G, cua hai tam gidc BDA’
vaB'D'C ;

c) GGy va (G, chia doan AC’ thanh ba phin bang nhau ;

d) Céc trung diém cta sdu canh BC, CD, DD’, D’A’, A'B’, B’'B ciing nam
trén mot mat phang.

Chitng minh rang téng binh phuong tit ca cdc duong chéo clia mot hinh
hop bang téng binh phuong tt ca cdc canh cta hinh hop dé.

Cho hinh chép cut ABC.A'B'C’’ ¢c6 day 16n ABC va cac canh bén AA’, BB’,
CC’. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém ctia cic canh AB, BC, CA va M’,
N’, P’ lan luot 13 trung diém clia cdc canh A'B’, B’'C’, C’A’. Chiing minh
MNP M’'N'P’1a hinh chép cut.
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S

PHEP CHIEU SONG SONG

¢ - 2 e M
1. Binh nghia phép chieu song song ;

Trong khéng gian cho mat phang (P) va dudng
thang / cit mp(P). \M'
Véi méi di€ém M trong khéng gian, vé dudng : ‘l‘
thang di qua M va song song hoic triing véi /. \ \
Puong thang nay cat mp(P) tai mot diém M’
nao do (h.73). Hinh 73

|

22

P hép dat ticong 1itng moi diém M trong khéng gian voi diém M’
cia mdt phdng (P) nhu trén goi la phép chiéu song song lén
mdt phdng (P) theo phuong |.

Mat phang (P) goi 1a mdt phang chiéu, dudng thang [ goi 1a phuwong chiéu :
diém M’ goi 14 hinh chiéu song song (hoac dnh) cua diém M qua phép
chiéu song song nodi trén.

Cho hinh .# Téap hop -# ’ gém hinh chi€u song song ctia tit ca cidc diém
thudce .# goi 1a hinh chiéu song song (hoac anh) cua hinh .# qua phép
chiéu noi trén.

Béng trén mat dit phang ctia mot vat chinh 13 hinh chi€u song song ctia vat
ay trén mat dat (cdc tia sang mat troi duoc coi nhu song song v§i nhau).
Néu diém M thuéc mdt phang chiéu (P) thi hinh chiéu song song ctia né la
diém nao ?

Cho dwong thiang a song song véi phicong chiéu l. Hinh chiéu song song ctia a
(hodc mét phan cua né) la hinh nao ?

2. Tinh chat

Trong cdc tinh chit dudi diy ctia phép chi€u song song theo phuong /, ta chi
xét hinh chiéu song song cua cdc doan thang hodc duong thang khoéng
song song va khong tritng voi l.

Tinh chat 1

[ Hinh chiéu song song ctia mét duong thang la mét duong thdang. ]
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i,

24

70

Chirtng minh (h.74)

Xét phép chiéu song song lén mp(P) theo
phuong /. Gia sit a 1a mét dudng thang khong
song song va khong trung voéi /. Goi M la mot
diém bat ki ctia @ vd M’ 14 hinh chi€u clia né.
Vi MM’ song song (hoac trung) véi [ nén M’
nam trén mp(Q) di qua a va song song v&i [
(hoac chira /). Mat khic, M’ nam trén mp(P).
Vay M’ nam trén giao tuyén «" clia hai mat Hinh 74
phang (P) va (Q).

. o e -’ a - 7 ¥ o= s ¥ w = e ¥ .7
Nguoc lai, dé thay moéi diem M’ nam trén ¢’ la hinh chi€u cua moét diem M
nam trén a. VAay hinh chi€u cua ¢ chinh 1a dudng thang a’. []

Néu dwong thang a nam trong mdt phang chiéu (P) thi hinh chiéu song
song cua ala hinh nao ?
Néu duong thdang a cdt mdt phdang chiéu (P) tai diém A thi hinh chiéu song

song cua a co di qua diém A hay khéng ?

HE QUA

Hinh chiéu song song cua mot doan thang la mot doan thdang,
cua mot tia la mét tia.

Tu viéc chitng minh tinh chit 1, ta thdy hinh chi€u song song ciia dudng
thang a 13 giao tuyén ctia mat phang chi€u (P) va mp(Q), trong dé (Q) la
mat phang di qua a va song song véi / hoac chita /. Do dé ta cé

Tinh chit 2 (h.75)

Hinh chiéu song song cua hai dwong thang song song la hai
diong thang song song hodc tring nhau.

Hinh 75
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Tinh chat 3

Phép chiéu song song khéng lam thay dor tl s6 ciia hai doan
thang nam trén hai diuong thang song song (hodc tring nhau).

Tinh chat 3 c6 nghia la : Néu AB va CD la hai doan thang nam trén hai
dudng thang song song (hoac tring nhau) cé hinh chi€u song song trén
mp(P) la A'B’va C'D’ thi

A'B" AB

C’'D" CD
Hinh 76 minh hoa tinh chit dé.

Hinh 76

3. Hinh biéu dién cla mot hinh khong gian

O §1 cha chuong nay, ta dd néu ra moét s6 quy tic dé vé hinh biéu dién cia
mot hinh khong gian trén mat phang. Cdc quy tac 4y duwa trén dinh nghia
sau day

DINH NGHIA

Hinh biéu dién cia mot hinh # trong khéng gian la hinh
chiéu song song ciia hinh .#'trén moét mdt phang hodc hinh
dong dang véi hinh chiéu dé.
Nhu vay, muén vé ding hinh biéu dién, ta phai 4p dung cdc tinh chat
noi trén ctua phép chi€u song song. Do dé, ngoai nhitng quy tac di hoc

71
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trude day (duoc suy tir cdc tinh chéit 1 va 2), ta c4n luu v thém quy tac sau
(suy tir tinh chat 3) :

D

=

26
27
28

9

12

~

e Néu trén hinh J cé hai doan thdng nam trén hai duong thdn
song song (hodc tring nhau) thi chiing chang nhitng duoc biéu
dién boi hai doan thang nam trén hai duong thang song song
(hodc triing nhau), ma ti sé ciia hai doan thdng nay con phdi

\_ bdng ti s6 ciia hai doan thdng tiwong itng trén hinh % Y.

Hinh biéu dién ciia hinh binh hanh la hinh gi ?

CHU Y

Phép chi€u song song néi chung khéng giit nguyén ti s6 cna hai doan
thang khong nam trén hai dudng thang song song (hay khong cling
nam trén mot dudng thang) va khong giit nguyén do 16n cia mot géc.
Tir d6 suy ra néu trén hinh .# cé hai doan thang khéng nam trén hai
dudng thiang song song thi ti s6 cia chiing khéng nhat thiét phai gii
nguyén trén hinh biéu dién. Ciing nhu vay, d6 16n clia mét géc trén
hinh .# khéng nhat thiét duoc giit nguyén trén hinh biéu dién.

Hinh biéu dién ciia hinh thangla hinh gi ?

Hinh biéu dién ciia hinh thoi, hinh chit nhdt, hinh vuéng la hinh gi ?

C6 phdai mot tam gidc bdt ki déu c6 thé xem la hinh biéu dién ciia tam gidc
cdn, tam gidc vudng, tam gidc déu hay khéng ? (h.77).

C

Hinh 77 Hinh 78

Hinh biéu dién cia mét tir dién déu cé thé vé nhu hinh 78 hay khong ?
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Hinh biéu dién cia mot dudng tron

Ngudi ta chitng minh duoc rang

Hinh chiéu song song cita mot dirong tron la moét duong elip
hodc mét dicomg tron, hodc ddc biét cé thé'la mét doan thang.

Vi vay, ta thudng dung dudng elip 1Am hinh biéu dién clia dudng tron, tAm
clia elip biéu dién cho tam ctia dudng tron (h.79, h.80).

1
R Gia sir tam giac ABC la hinh biéu dién cia mét tam giac déu. Hay dung hinh biéu
dién clia tAm dudng tron ngoai tiép tam giac déu dé.

2
R Cho mét duong elip 1a hinh biéu dién clia mot ducng tron. Hay vé hinh biéu dién clia
moi hinh sau day :
a) Mét day cung va dudng kinh vuéng goc véi day cung dé clia dudng tron.
b) Hai dudng kinh vuéng gobc clia dudng tron.
c) Mét tam giac déu noi tiép dudng tron.

Vui mot chut !

* Hinh sau c¢6 phai la hinh biéu dién cla moét
hinh khéng gian hay khéng ?

Tranh ciia Et-se (M .C. Escher) b
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40.

41.

42.

74

* "Chuyén dbéng vinh ctru ?"- Liéu nudc c6 chay mai nhu thé khéng ?

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chi€u song song ctia hai dudng thang chéo nhau cé thé triing nhau ;
b) Hinh chi€u song song ctia hai dudng thang chéo nhau thi cit nhau ;

c¢) Hinh chi€u song song ctia hai dudng thang chéo nhau cé thé song song
vdi nhau ;

d) Hinh chi€u song song ctia hai dudng thang chéo nhau ¢é thé cat nhau,
triung nhau, song song véi nhau.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh chi€u song song ctia hai dudng thang cat nhau cé thé song song
vO1 nhau ;

b) Hinh chi€u song song cnia hai dudng thang cat nhau c6 thé cat nhau ;

c¢) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang cat nhau cé thé tring nhau ;
d) Mét duong thang cé thé song song véi hinh chi€u song song clia né ;

e) Mot dudng thiang luén cat hinh chi€u song song cnia né ;

f) M6t dudng thang cé thé tring véi hinh chi€u song song ctia né.

Tam gidc ABC ¢6 hinh chi€u song song 1a tam gidc A’B’C”. Chiing minh rang
trong tAm tam gidc ABC c¢6 hinh chi€u song song la trong tAm tam gidc A'B'C".
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43.
. V& hinh biéu dién clia moét tam gide vuong noi ti€p trong mot dudng tron.
45.
46.

47.

Vé hinh biéu dién ctia mét ti dién va trong tAm cua no.

V& hinh bi€u dién ctia mot hinh vuéng néi ti€p trong mot dudng tron.
V& hinh biéu dién ctia mot luc gide déu.
Cho hinh hép ABCD.A;B;C|D;. Tim diém I trén dudng chéo B;D va diém J

, . ID
trén duong chéo AC sao cho 17 // BCy. Tinh t1 56 —-.

IB,

ON TAP CHUONG II

| - Tém tat nhirng kién thirc can nhé

1.

12

Mot mat phang duoc xdc dinh néu bi€t moét trong cac diéu kién sau day :

a) Mat phang d6 di qua ba diém khéng thang hang.

b) Mat phang dé di qua mot di€ém va mét dudng thang khéng chita di€ém 4y.
c) Mat phang dé di qua hai dudng thang cat nhau.

d) Mat phang dé di qua hai dudng thang song song.

e) Mat phang d6 di qua mot dudng thang va song song véi mét dudng
thang chéo véi dudng thang 4y.

f) Mat phang dé di qua mét di€ém va song song véi mot mat phang khong
chita di€ém 4y .

Pinh li vé giao tuy€n ctia ba mat phang :

Néu ba mat phang cat nhau theo ba giao tuyé€n phan biét thi ba giao tuyén
d6 hoac dong quy hoac d6i moét song song.

Ba doan thang ndi trung di€ém cdc canh d6i dién ctia mét ti dién déng quy
tai trung diém G clia mbi doan. Diém G d6 goi 14 trong tAm cta tit dién.
Puong thang va mat phang song song (titc 1a ching khéng cé diém chung) :
a) Pudng thang a (khéng nam trén mp(P)) song song véi mp(P) khi va chi
khi né song song véi mot dudng thang nam trong (P).

b) Néu mp(Q) di qua dudng thang ¢ ma a song song véi mp(P) thi giao
tuyén ctia mp(P) va mp(Q) (n€u cb) song song voi a.

c) Hai mat phang cat nhau ciing song song véi mot dudng thang thi giao
tuyén cna ching song song véi dudng thang dé.
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10.

11.

Hai mat phang song song (tiic 1a chiing khéng cé diém chung) :

a) Néu mat phang (P) chiia hai dudng thang @, b cat nhau va cling song

song vo1 mp(Q) thi (P) // (Q).

b) Néu hai mat phang (P) va (Q) song song thi moi mp(R) di cat (P) thi cat

(Q) va cic giao tuyén cua chiing song song.

c¢) Dinh 1i Ta-1ét : Ba mat phang do6i mot song song chan ra trén hai cat

tuyén bat ki cdc doan thang twong ting ti 1é.

d) Dinh 1i Ta-1ét ddo : Gia st trén hai duong thang chéo nhau a va @’ 14n

[uot 14y cde diém A, B, C va A’, B’, ("’ sao cho : AB = BC = cA . Khi
A'B' B'C' C(C'A'

dé, ba dudong thang AA’, BB’, CC’ lan luot nam trén ba mat phang song

song, tiic 14 ching cling song song véi mot mat phang.

Hinh chép c¢6 diy 13 mot da gide va cdc mat bén déu 1a nhiing tam gidc c6
chung moét dinh (dinh ctia hinh chép).

Hinh lang tru ¢6 hai ddy nam trén hai mat phang song song ; cidc mat bén déu
|4 nhitng hinh binh hanh ; cdc canh bén bang nhau va déi mét song song.

Hinh hép 1a hinh lang tru c6 ddy la hinh binh hanh ; bén dudng chéo cua
hinh hép déng quy tai trung diém ctia méi dudng, di€m dé goi 14 taAm cna
hinh hép.

Hinh chép cut cé hai ddy nam trén hai mat phang song song ; cdc mat bén déu
14 hinh thang ; cdc dudng thang chiia cdc canh bén déng quy tai moét diém.
Phép chiéu song song theo phuong / :

a) Khong lam thay déi su thang hang va thi tu ctia cdc diém thang hang.

b) Bién hai dudng thang song song (nhung khéng song song véi /) thanh
hai dudng thang song song hoac trung nhau.

c¢) Giit nguyén ti s6 clia hai doan thang nam trén hai dudng thang song
song hoac cling nam trén mot dudng thang.

Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khéng gian 13 hinh chi€u song song clia
hinh d6 trén mot mat phang hoac hinh déng dang vé6i hinh chiéu dé.

Hinh biéu dién cta dudng tron thudng 14 dudng elip hoac dudng tron.

Il - Cau hdi tu kiém tra

1.

12

0

Hay néu su khdc biét giita hai dudng thang chéo nhau va hai dudng thang
song song.

Néu phuong phap chimg minh ba diém thang hang.

Néu phuong phéap chitng minh ba duong thang dong quy.
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4. Neéu phuong phdp chiitng minh dudng thang song song véi mat phang.

5. Neéu phuong phdp chiitng minh hai mat phang song song.

Il - Bai tap

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai duong thang chéo nhau thi khéng cé diém chung ;
b) Hai dudng thang khéng c6 di€m chung thi chéo nhau ;
c) Hai duong thang chéo nhau thi khong ciing thuéec mot mat phang ;
d) Hai dudng thang khong song song thi chéo nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai duong thang phan biét ciing song song véi mot mat phang thi song
song v&i nhau ;
b) Hai mat phang phan biét cing song song véi mot dudng thang thi song
song voi nhau ;
c) Hai mat phang phan biét khong song song thi cat nhau ;
d) Hai mat phang phin biét ciing song song véi mét mat phang thit ba thi
song song véi nhau ;
e) Mot dudng thang cat mot trong hai dudng thang song song thi cat dudng
thang con lai ;
f) M6t mat phang cat mét trong hai dudng thiang song song thi cat dudng
thang con lai ;
o) Mot duong thang cat mot trong hai mat phang song song thi cat mat
phang con lai.

3. Trong cédc hinh sau, hinh nio 12 hinh bi€u dién ctia mot ti dién ?

365 @c

a) b) c) d)
I D
e) g) h)
Hinh 81
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4.

-4

6.

8

3.

IV -

1.

78

Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mat phang khic
nhau. LAy cdc diém M, N lan luot thudc cdc dudng chéo AC, BF sao cho

MC = 2AM ; NF = 2BN. Qua M, N, ké cdc dudng thang song song véi AB
cat cac canh AD, AF lan lugt tai My, N;. Chiing minh rang :

a) MN /| DE ;

b) M|N; [/ mp(DEF) ;

c) mp(MNN{M,) /| mp(DEF).

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’. Goi G, G’ 14an luot 1a trong tAm cua
tam gidc ABC va A’B’C’. Mot mat phang (@) cat cac canh AA’, BB, CC’,
GG’ lan luot tai A;, By, (| va G;. Ching minh rang :
a) GG’ song song va bang canh bén cua hinh lang tru ;

b) G la trong tdm cua tam giac Ay B|(] ;
c) GG = %(AIA’ + BB+ (") ; GG = %(AIA + BB + C,C).

Cho hinh hép ABCD.A'B’C’D’. V& thiét dién clia hinh hép tao bdi mat phang
di qua hai trung di€ém M, N ctlia cdc canh AB, AD vi tAm O ctia mat CDD'C”.

Cho hinh hép ABCD.A'B'C’D’. Trén ba canh AB, DD’, C'B’ 1an luot 14y ba
AM D'N BP

AB DD BC

a) Chitng minh rang mp(MNP) va mp(AB’D’) song song véi nhau.

b ) Xdc dinh thié€t dién ctia hinh hop khi cat béi mp(MNP).

diém M. N, P khéng trung véi cic dinh sao cho

Cho hai tia Ax va By nam trén hai dudng thang chéo nhau. Mot diém M chay
trén Ax v mot diém N chay trén By sao cho AM = kBN (k > 0 cho truéc).

a) Chitng minh rang MN song song véi mot mat phang ¢6 dinh.
b) Tim tap hop céc diém 7 thuéc doan M N sao cho IM = kIN.

Cac cau hoi trac nghiém

Cho tir dién ABCD. Goi M, N lan luot 13 trung diém clia cdc canh AD va
BC ; G 1a trong tam tam gidc BCD. Khi 4y, giao di€ém clia dudng thang MG
va mp(ABC) la .

(A) Diém C ;
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(B) Giao diém clia dudng thang MG va dudng thang AN ;

(C)Piém N :

(D) Giao diém cta dudng thang MG va dudng thang BC.

Cho t dién ABCD va ba di€m E, F, G 1an lwot nam trén cdc canh AB, AC,
AD ma khéng tring véi cac dinh. Thiét dién cta hinh ti dién ABCD khi cat
boi mp(EFG) 1a

(A) Mot doan thang ; (B) M6t tam giac ;

(C) Mot tir giac ; (D) M6t ngii giac.

Cho tit dién ABCD va ba diém I, J, K lan lirot nim trén ba canh AB, BC,
C'D ma khéng trung véi cac dinh. Thi€t dién cua hinh tit dién ABCD khi cat
boi mp(I/K) 1a

(A) M6t tam giac ; (B) Mot tir giac ;

(C) M6t hinh thang ; (D) M6t ngii giac.

Cho hinh chép S.ABCD. Goi AC nBD=1,ABnCD=.],AD n BC = K.
Pang thitc nio sai trong cdc dang thitc sau day ?

(A) (SAC) m (SBD) = S ; (B) (SAB) n (SCD) = ST ;

(C) (SAD) m (SBC) = 8K ; (D) (SAC) n (SAD) = AB.

Cho hinh chép S.ABCD. M6t mat phang khong di qua dinh nao clia hinh
chép cat cidc canh SA, $SB, SC, SD 1an luwot tai A’, B’, C’, D’. Goi O 1i giao
diém ctia AC va BD. Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day.

(A) Cac duong tllé”hlg A'C’, B'D’, 5O d61 mét chéo nhau ;

(B) Céc dudng thang A’C’, B'D’, SO déng phang ;

(C) Cac duong thﬁﬂg A'C’, B'D’, SO déng quy ;

(D) Hai dudng thang A’C’ va B’D’ cat nhau con hai dudng thang A'C’ va SO
chéo nhau.

Cho tir dién ABCD. Goi ¢ va E lan luot 1a trong tAm cta tam gidc ABD va
ABC . Ménh dé nao dudi diay ding ?

(A) buong thang GE song song véi dudng thang CD ;

(B) Duong thang GE cat dudng thang CD ;

(C) Hai dwong thang GE va CD chéo nhau ;

(D) budng thang GE cat duwdng thang AD.

Cho tit dién ABCD. Goi M, K lan lwot 14 trung diém cta BC va AC, N 1a

diém trén canh BD sao cho BN = 2ND. Goi F 1a giao diém cta AD va
mp(MNK). Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

79
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(A)AF=FD} (B) AF = 2FD ;
(CYAF = 3FDg; (D) FD = 2AF.

Cho tif dién déu ABCD c6 canh bang a. Goi (7 14 trong tAm tam gidc ABC.
Cat tif dién béi mp(GCD) thi dién tich cla thiét dién 14 :

25 27

A B

(A) 5 (B) y
¥, 2

(C)”f; (D)”f.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh. Goi I, J lan luot 1a trung
diém clia AB va CB. Khi 4y, giao tuyén clia hai mat phang (SAB) va (SCD)
14 duwdng thang song song véi :

(A) Duong thﬁng AD ; (B) Duong thzzlng B :

(C) Budng thang BI ; (D) Dudng thang 1.

Cho hinh chép S.ABCD cé day la mot hinh binh hanh. Goi A’, B’, (’, D’ lan
luwot 14 trung diém cna cic canh SA, SB, SC va SD. Tim ménh dé ding trong
cdc ménh dé sau day :

(A) A'B" /| mp(SAD) ; (B) A'C" /| mp(SBD) ;

(C) mp(A'C’D’) /| mp(ABC) ; (D)A'C’ ] BD.

Cho tit dién déu ABCD cé canh bang a, difm M trén canh AB sao cho
AM = m (0 < m < a). Khi dé, dién tich thiét dién ctia hinh tir dién khi cat
b&i mat phang qua M va song song véi mp(ACD) 14 :

g gy le=mN2

4 2
2 7 a8
(© (‘”’? 3 ) & fj) V3

. Cho hinh chép SABCD c6 ddy 1a mét hinh binh hanh. M6t mat phang (P)

song song v6i AC va SB 1an luwot cat cdc canh SA, AB, BC, SC, SD, BD tai
M, N,E,F,I,J. Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nio diing ?

(A) Bén duong thang MN, EF, IJ, SB d6i mot song song ;
(B) Bén duong thang MN, EF, I], SB déng quy ;

(C) Bén duong thang MN, EF, IJ, SB déng phang ;

(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.
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Dai doc thém

Al DIUONG DHAD TIEN DE, TRONG HINH HOC

1. Khi méi ra ddi, Hinh hoc 14 mén khoa hoc thuc nghiém nay sinh tir viéc do dac,
tinh toan cac dai luong vé khoang cach gitra cac dia diém, dién tich cac dam dat, thé
tich cac thing chia,... Thdi ¢d dai, ngudi viing Ba-bi-lon va Ai Cap da tich luy dudc
nhiéu kién thic hinh hoc kha phong phu, chdng han céng thiic Py-ta-go, dinh Ii
Ta-lét, céng thic tinh thé tich hinh chép cut,... Dan dan Hinh hoc rd thanh mét khoa
hoc suy dién, tic 1a thay vi dung thuc nghiém dé kiém tra su dung dan cla cac su
kién hinh hoc, ngudi ta ching minh bang lap luan. Cé nhiéu tac pham hinh hoc da ra
ddi, nhung ndi tiéng nhat va con dudc gilr lai dén nay 1a tap "Co ban" cla O-clit
(Euclid, nha toan hoc Hy Lap, séng vao khoang thé ki thir ba truéc Céng nguyén).

Tap "Co ban" cta O-clit gom 13 cuén, trong d6 cb6 8 cudn ndi vé Hinh hoc.
Toan bd noéi dung mén Hinh hoc sd cdp cla bac Phd théng ngay nay la mét
phan trong tac pham d6. Céng lao to Ién clia O-clit la d¢a tap hop lai nhing két
qua clia nhiéu tac gia trudc, sap xép lai va ching minh chat ché. D& xay dung
mén Hinh hoc, G-clit da xuat phat tir 10 tién dé va dinh dé duoc thira nhan la
dung ma khéng ching minh. Tt d6, dua vao cac suy luan légic, éng da chimg
minh cac dinh Ii khac.

Nhu vay, c6 thé néi O-clit 1a ngudi d4t nén méng cho phudng phap xay dung
Hinh hoc ma ngay nay ta goi |a phuong phap tién dé.

Pé trinh bay mén Hinh hoc theo phuong phap tién dé, ngudi ta lam nhu sau ;

1) Khéng dinh nghia moét sé khai niém nhu : diém, dudng thdng, mit phéng, diém
nam gilra hai diém, dé dai doan thang, d6 16n cla gbc,... Cac khai niém nhu vay
goi la cac khar niém co ban. Cac khai niém khac sé dudc dinh nghia dua vao
nhiing khai niém co ban. Chang han, su bang nhau clia cac tam giac dudc dinh
nghia dua vao su bang nhau clia cac doan thdng va su bang nhau cla cac géc.
2) Néu ra mét sé ménh dé duoc thira nhan 1a ding ma khéng ching minh. Cac
ménh dé nhu thé goi la tién dé. Chang han ta thira nhan tién dé : "Cé mé6t va chi mét
duong thang di qua hai diém phén biét cho trudc"” hoic tién dé : "Co mét va chi mot
mét phéng di qua ba diém khéng thang hang cho trudc”

Moi ménh dé khac déu phai dudc chitng minh dua vao cac tién dé va cac ménh
dé da dugdc ching minh trudc dé.

Chung ta can chd y rang tuy diém, dudng thdng, mat phing khéng dugc dinh
nghia, nhung chung budc phai thod man cac tién dé. Cho nén c6 thé néi chiing
duoc dinh nghia mot cach gian ti€p qua cac tién dé.

81
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Euclid (khoang 330 - 275 TCN) Lobachevsky (1792 - 1856)

2. Trong hé théng cac tién dé hinh hoc c6 mét tién dé goi la tién dé O-clit (n6 tuong
duong véi dinh dé V trong tac pham Cd ban clia O-clit). Tien dé dé dudc phat biéu
nhu sau : "Cho diém A khdong nam trén duong thang b thi trong mat phang (A.b)
chi c6 mét duong thang di qua A va khéng céat b”

Trong lich si, khi nghién c(iu cac tién dé cla O-clit, nhat 1a dinh dé V néi trén, cac
nha toan hoc da nghi ngd rang cé thé chimg minh dudc né dua vao cac tién dé
khac va néu qua that nhu vay thi can phai loai né ra khéi danh sach cac tién dé.
Nhiéu nha toan hoc néi ti€ng nhu : Xac-ké-ri (Saccheri, 1667 - 1733), Lam-be
(Lambert, 1728 - 1777), Lo-giang-do-ro (Legendre,1752 - 1833),... da tén nhiéu
sirc Iuc va tri tué dé tim cach chimg minh dinh dé V nhung khéng thanh céng. Vao
dau thé ki XIX, cac nha toan hoc : Gau-xo (Gauss, 1777 - 1855), Bé-li-ai (Bolyai,
1802 - 1860), dac biét la nha toan hoc Nga Lo-ba-sép-xki (Lobachevsky), trong
qua trinh ching minh dinh dé V cla C-clit, da xay dung mét Hinh hoc méi trong dé
khéng thira nhan dinh dé V ma thira nhan tién dé pht dinh dinh dé V : "Cho diém A
khéng nam trén dudng thang b thi trong mat phang (A.b) co it nhat hai dudng théng
di qua A va khéng cat b"

Ngay nay, ngudi ta thudng goi hinh hoc do la Hinh hoe L6-ba-sép-xki (mot loai
Hinh hoc phi C-clit).

NAm mudi n3m sau khi Lé-ba-sép-xki céng bé tac pham néi trén, ngudi ta chimg
minh dudc rang Hinh hoc Lé-ba-sép-xki khéng hé ¢6 mau thuan va nhu vay, tién
dé O-clit ding 1a mét tién dé.

Ngay nay, phuong phap tién dé da tham nhap vao nhiéu nganh toan hoc khac
nhau va né la mot céng cu quan trong trong viéc xay dung nén nhing bdé moén
toan hoc hién dai.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
SsU PONG PHANG CUA CAC VECTO

1. Vecto trong khong gian

Kh4i niém vecto va cdc phép todn vecto da duoc dé cap trong chuong trinh
hinh hoc 16p 10. Tuy nhién, khi d6 tit ca cdc vecto ma ching ta xem xét
déu nam trén cung mot mat phang.

O chuong II, ching ta da lam quen vé&i viéc A
nghién ctu hinh hoc khong gian ma doi
tuong ctia né 1a cdc hinh c6é thé khéng ciing
nam trong mot mat phang. Chang han, ti
dién ABCD la m6t hinh cé tinh chit dé va

nhu th€ cac vecto AP;, B(..:? CD khéng cung

nam trong mot mat phang nio ca (h.82).

Trong chuong nay, ching ta sé néi dé€n cac

vecto trong khong gian. Vecto, cac phép toin :

vecto trong khong gian duoce dinh nghia hoan Hinh 82

toan giéng nhu trong mat phang, chiing ciing

c6 cdc tinh chit da biét nén khong nhac lai. Sau day, chiing ta néu lén mot
s6 hoat déng va vi du nham muc dich 6n tap lai nhitng ki€n thitc da co vé
vecto trong mat phang dé 4p dung vao khéng gian.

1

R Cho hinh hop ABCD.AB'C'D’ vdi tam O
(h.83).
a) Hay chi ra trén hinh 83 nhiing vecto bang

nhau khac vecto 0 va kiém tra tinh dung dan
clia déng thic

AC’ = AB + AD + AA’. (1)
b) Ching minh réng

AB+BC +DD=AD+DC'+ BB =A'C.

Hinh 83

& CHU Y
Cong thiic (1) goi 14 quy tdc hinh hop (dé tim téong clia ba vecto).
34
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2
ﬂ Cho t dién ABCD véi trong tam G va cac trung diém cac canh cla né (h.84).
Hay chi ra trén hinh 84 nhiing vectd khac 0 bang nhau va kiém tra xem dang thiic
AB + AC + AD = 4AG

c6 dung khéng ?

A
A ¢ .
'- 5
M{ > .
: \ .
D
B . A’ cr
H N
£k B
Hinh 84 Hinh 85

R
Cho hinh 13ng tru ABC.AB'C”. Dt AA" = @, AB = b, AC = © (h.85).
1) Hay biéu thi méi vecto BC. BC’ qua cac vectd a, b, C.
2) Goi G’ la trong tam tam giac AB'C”. Biéu thj vecto AG’ qua d, b, ¢
Vidul
Cho tir dién ABCD.
1. Goi M va N lan licot la trung diém ciia AB va CD. Chitng to rdng
MN = E(AD + BC) = E(A(‘ + BD) .
2. Clitng minh rang diém G la trong tam cua tit dién ABCD khi va chi khi
mot trong hai diéu kién sau xay ra :

a) GA+GB+GC +GD =0 :

b) PG = %(PA + PB + PC + PD) véi moi diém P.

Giai (h.86)
1. Str dung quy tac ba di€ém, ta cé
MN = MA + AD + DN,

MN = MB + BC + CN.

85
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T MA + MB = 0
vi DN+CN =0

nén  MN = %(A{j + BO).

Twong tu nhu trén, ta cé

MN = %(A(_E + BD).

2.a) Taco
GA + GB = 2GM.

Hinh 86

GC +GD = 2GN.
Di€m G 13 trong tAm ctia tif dién ABCD khi va chi khi
GM + GN = 0 hay 2(GM + GN) = 0.

—

Diéu nay twong duwong vdéi GA + GB +GC + GD = 0.
b) G 1a trong tAm cua tir dién ABCD khi va chi khi

—

GA +GB+ GC +GD = 0.
Diéu nay c6 nghia 13 véi di€ém P bat ki, ta ¢

PA - PG + PB— PG+ PC — PG+ PD— PG = 0.

 — 1 + - + +
hay PG = 1(PA + PB + PC + PD). O

Vidu2
Cho tit diéen ABCD co AB=c¢,CD=c"AC=b,BD=0V,BC=a, AD = a’.
Tinh goc giita cdc vecto BC va DA.

Giai. Ta c6

BC.DA = BC.(DC + CA) = CB.CD — CB.CA

i 1
= —(CB* + CD* - — —(CB* + CA” -

. CB? + CD? - BD? ; CB? + CAZ — AB?
= %(ABZ +GD? = BD*—CAY.

Tir d6 g6¢ (BC, DA) xic dinh bdi

2 2 g il

cos(ﬁ, ﬂ) 2 T—
aa
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2. Su déng phing cua céc vectd. Piéu kién dé ba vecto déng phing

A

Ta bi€t rang, véi hai dudng thang phan biét cho truée trong khéng gian,
luén c¢6 mat phang song song véi hai dudng thang dé. Nhung néi chung,
khong cé mat phang song song véi ba dudng thang phan biét cho trude.
Néu ¢6 mat phang nhw vay thi ta néi rang ba vecto nam trén ba dudng

thang 4y 1a déng phang.

DINH NGHIA

Trén hinh 87, gid cta ba vecto

a
a, b, ¢ déu song song vd&i mat /:\F
phang (P) nén ba vecto a, b, ¢ c

Ba vecto goi la dong phdng néu cdc gid cua chiing ciing song

song voi mot mdt phdng.

=
déng phang.
B
Nhdan xét v
Tir dinh nghia trén, suy ra : Néu ta Pa 0
VE OA —: a: OB = ha O(‘T = € th'l H.""H.r{! 37

ba vecto @, b, ¢ déng phang khi
va chi khi bén diém O, A, B, C cing nam trén mot mat phang hay ba dudng
thang OA, OB, OC cung nam trong mot mat phang.

Bai toan 1

Cho tit dién ABCD. Goi M va N lan
lwot la trung diém cua AB va CD.

Chitng minh rdang ba vecto B(,:, MN::
AD déng phdng.

4 (BE giai bai toan 1)

Goi P va Q lan luct la trung diém ctia AC va

BD. Khi d6 MPNQ la hinh binh hanh. Tu
d6, hay suy ra diéu phai chiing minh (h.88). € L I D

87
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A

88

Piéu kién dé ba vecto dong phang

Tir dinh nghia ba vecto déng phang va su khai trién mot vecto theo hai
vecto khéng cing phwong trong hinh hoc phang, ching ta cé thé ching
minh duoc dinh 1i sau (h.89).

5

DINH LI 1
' X

Cho ba vecto a, b, ¢, trong dé a va b khéng cing

phuong. Diéu kién can va du dé ba vecto a, b, ¢ déng

phang la ¢é cdc s6 m, n sao cho ¢ = ma + nb. Hon nita, cdc
sé'm, nla duy nhadt.

\_ >,
/ "
A .
- C
[/
= 3
O b B
Hinh 89

Chiihg minh rang

1) Néu c6

mad + nb + e = 0 va moét trong ba sé m, n, p khac khong thi ba vecto a,

b, ¢ déng phing :

2)Néu @, b, ¢ labavecto khong dong phdng va ma + nb + pe = 0 thi m=n =p=0.

Bai toan

Cho tir dién ABCD. Cdc diém M va N
lan luot la trung diém cua AB va CD.
Ldy cde diém P, Q ldn luot thuée cdc
duong thing AD va BC sao cho

%) A

F

PA=kPD, QB =kQC (k£ 1). Chitng g e o) 5

minh rang cdc diém M, N, P, Q ciing
thuéc mét mdt phdang (h.90).

0

6 (D& giai bai toan 2) ‘
1) Tir hé thitc PA = kPD, hay chiing tb Hinh 90

—  MA - kMD
MP = ———
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Tuong tu, ta ciing c6

2) Tu hai d8ng thic trén, ching minh rang

- - 21{—&
MP + MQ = ———MN

Vay cac diém M, N, P, O cung thuéc mot mat phing.

Dinh i 1 néi dén diéu kién dé c6 thé bi€u thi moét vecto qua hai vecto
khong cung phuwong. Dinh 1i dudi day s& néi vé biéu thi mot vecto qua ba
vecto khéng déng phang.

DINH LI 2

(' ar ™
Néu a, b, ¢ la ba vecto khéng déng phang thi véi méi vecto

d, ta tim diwoc cdc s6'm, n, p sao cho d = ma + nb + pc. Hon

nita, cdc sém, n, p la duy nhdt.

N\ ¥
Chitng minh

Tit diém O, ta dit OA=ad, OB=bh,

_ —

OC=¢, OD=d thi 0, A, B, C khong
ciing thuéc mot mat phang.

Tir di€ém D ké dudng thang song song (hoac
trung) véi dudong thang OC, cat mat phang
(OAB) tai diém D’ (h.91). Khi dé

OD = 0D’ + D'D.
Theo dinh 1i 1, ta ¢6 cdc s6 m, n sao cho
OD’ = mad + nb. Ngoai ra do DD va ¢

cuing phuong nén cé s6 p d€ D'D = pc. Vay Hinh 91

OD = ma + nb + pc.
Gia strcon cd OD = m'a + n'h + p’c thi
(m—mDa+m-nYb+(p—p) =0.

Vi d, b, ¢ khong déng phang nénm —m’ =n—-n"=p— p’=0 haym = m’,
n=n', p=p’. Suyracic sé m, n, pla duy nhat. []
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Bai toan 3
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Xét cdc diém M va N lan luot thude cdc dicong
thing A'C va C'D sao cho MA" = kMC, NC’ = IND (k val déu khdc 1).

—_—  —

pit BA=G, BB'=b, BC = ¢

—

a) Hay biéu thi cdac vecto BM va BN qua cdc vecto d, b, c.

b) Xdc dinh cac s6'k, | dé dwong thang MN song song voi duong thang BD'.
Giai (h.92)

a) Tir gia thi€t ta c6 :

—  BA'- kBC

BM . do dé
1 -k
77 L LU
1 -k 1 -k | -k
ﬁ: BC —FBD: do dé
1 -1
PR E oy 1 - Hinh 92
BN = - a+ b + c.
1 -1 1 -1

b) Vi BD’ va C’D 1a hai dudng thang chéo nhau va N thudc dudng thang C’D
nén dudng thang MN khoéng thé tring véi dudng thang BD’. Vay dudng

thang MN song song véi dudng thang BD’ khi va chi khi MN = pBD’.

Do MN: = BN: — BM; nén ta co

ﬁ:[— g ]E+[1 . ]5+[1+ i ]E
1-1 1-k 1-1 1-k 1 -k

Mat khéc BD'=G+h +¢ (quy tac hinh hoép) ma a, b, ¢ l1a ba vecto
khong déng phang nén

I I
=g 1=k *
m:pﬁ@< - = -a:‘:-;’:—l,k:—lp:l
1-1 1-k% 4
1+ i =p
L 1 -k
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Vay khi k = -3,/ = —1 thi dudng thang MN va dudng thang BD’ song song
v6i nhau. []

Cdu hoi va bdi tép
Ba vecto @, b, € c6 déng phang khéng néu mot trong hai diéu sau day

xay ra ?

a) C6 mot vecto trong ba vecto d6 bang 0.

b) C6 hai vecto trong ba vecto dé cung phuong.

Cho hinh chép S.ABCD.

a) Chitng minh rang néu ABCD 13 hinh binh hanh thi SB +SD = SA + SC.
Diéu ngwoce lai c¢6 ding khéng ?

b) Goi O 14 giao di€ém ctia AC va BD. Chimg t6 rang ABCD 13 hinh binh hinh
khi va chi khi SA + SB + SC + SD = 450.

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’. Goi G va G’ 1an luot 1a trong tAm
clia tam gide ABC va A'B’'C’, I 1a giao di€ém clia hai duong thang AB’ va
A’B. Chitng minh rang cdc dudng thang GI va CG’ song song v4&i nhau.

Cho hinh hép ABCD.A'B’C’'D’. Goi M va N lan luot 13 trung diém ctna CD va
DD’ ; G va (' 1an lrot 1a trong tAm cua céc tir dién A'D'MN va BCC'D’. Chimg
minh rang dudng thang GG’ va mat phang (ABB’A’) song song v4&i nhau.

Trong khoéng gian cho tam gidc ABC.

a) Chitng minh ring néu diém M thudéc mp(ABC) thi c¢é ba s6 x, y, z ma
X+ y+z=1 sao cho OM = xOA + yO_B' + 20C véi moi diém O.

b) Nguwoc lai, nfu c¢6 moét diém O trong khéng gian sao cho
OM = xOA + yﬁ+z?ﬁi trong d6 x + y + z = | thi diém M thuéc
mp(ABC).

Cho hinh chép SABC. Liy c4c diém A’, B, C’l4n luot thude céc tia SA, SB,
SC sao cho SA = aSA’, SB = bSB’, SC = ¢SC"’, trong db6 a, b, ¢ 1a c4c s6 thay
déi. Chitng minh ring mat phang (A’B’C’) di qua trong tim clia tam gi4c
ABC khivachikhia+ b+ c¢= 3.

01
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HAI PUONG THANG VUONG GOC

1. Géc giira hai dudng thing Ay

92

Cho hai dudng thang Ay, A, bat ki trong khoéng

gian. Tir diém O nao dé, ta vé hai dudng thang

A'{, A'5 lan luot song song (hoac triing) véi A,
Ay, A,. Dé thdy rang khi di€ém O thay déi thi A

gbc gitta A'y va A'5 khéng thay déi (h.93). Vi

vay ta ¢ dinh nghia sau 0o A%y

DINH NGHIA 1 Hinh 93
Géc giita hai duong thdng Ay va Ay la goc giita hai dirong
thang A'y va A'y cuang di qua mét diém va lan luot song song

(hodc triing) voi Ay va A,.

Nhdn xét
1) D€ x4c dinh géc giita hai dudng thang A; va A,, ta cé thé lay di€ém O
néi trén thudc mot trong hai dudng thang dé.

2) Géc giita hai dwong thang khéng virot qui 90°.

3) Néu iy, i, lan luot 1A vecto chi phuong clia c4c dudng thang Ay, A, va

(i, i,) = & thi géc giita hai dudng thang A; va A, bang @ néu a < 90°

va bang 180° — @ néu a > 90°.

Vidul

Cho hinh chop S.ABC co
SA=8SB=SC=AB=AC=ava BC = EIJE :

Tinh géc giita hai duwong thang SC va AB (h.94).

Cdc mdt cua hinh chép SABC la nhitng tam

gidc co gi ddc biét ? Hinh 94
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Gidi
Cdch I.Ta tinh géc gitra hai vecto SC' va AB.

Ta co

—_—

SC.AB  (SA+ AC).AB

GDS(E:, E) = |

scl|aB i’
. ; ; + {]"2 O
_SAAB+ACAB  ~ 5 "Y1
”2 ”2 2

Suy ra (SC, AB) = 120°.

Vay gée giita hai duong thang SC va AB bang 60°.
Cdch 2. Goi M, N, P lan luot 1a trung di€ém cta SA, SB, AC. Khi dé6 MN // AB,
MP /] SC. Dé tinh géc giita hai dudng thang SC va AB, ta cén tinh NMP .

2 2
3 2
Ta c6 MN=MP =<, sp? =2, BP? =,
2 4 4
2
SB
BP? + sP? = 2NP? + Z—.
2
Vay NP’ = 3a”
4
Mat khac
NP? = NM? + MP? — 2MN MP cos NMP.
p
a”
do dé cosNMP = ——4 z—l:, suy ra NMP = 120°.
a a )
5 B8
2 2
Vay gbc giira hai duong thang SC va AB bang 60°. L]

2. Hai dudng thing vudng géc
DINH NGHIA 2

Hai duong thang duoc goi la vuong géc véi nhau néu goc
giita chiing bang 90°.

93
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Khi hai duong thang a va b vuéng géc véi nhau, ta con néi gon la hai dudng
thang @ vi b vudng géc, vakihiéua L hhayb L a. Nhuvaya l h< i .v = 0,
& dé w va v 1an luot 14 cic vecto chi phuong ctia a va b.

Tir dinh nghia trén, ta c6 nhan xét sau

Nhdn xét

Mot duong thang vubng géc véi mot trong hai dudng thang song song thi

vuong gbc véi dudng thang con lai.

1
Cho hinh hép ABCD .A'B'C’'D’ cé tat ca cac canh bang nhau (hinh hép nhu thé goi
|a hinh h@p thoi). Hay giai thich tai sac AC 1 B'D’.

Vidu 2

Cho hinh hép thoi ABCDA'B'C’D’ ¢é tdt
cd cdc canh bang a va

ABC = B'BA = B'BC = 60°.
Tinh dién tich tir giac A'B'CD.
Gidai (h.95)
Trurde hét ta dé thay A’B’CD 1a hinh binh
hanh, ngoai ra B'C = a= CD nén A'B'CD
[a hinh thoi. Ta s€ chitng minh A’'B'CD la
hinh vuéng.

Hinh 95
That viy, ta c6
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ HZ az
CB'CD = (CB+ BB")BA = CB.BA+ BB’ .BA = - + F =gl
Viay c6 CB" 1L CD, do d6 A'B'CD la hinh vuéng. 4

Tir d6 dién tich hinh vuéng A’B'C'D bang a*. O

Vidu3

Cho hinh tit dién ABCD, trong do AB | AC,
AB 1 BD. Goi P va Q la cdc diém ldn liwot
thuée cdac duong thang AB va CD sao cho
PA = kPﬁ, Q(’_.i = kQ—E; (k = 1). Chitng
minh rang AB va PQ vudng géc voi nhau
(h.96). Hinh 96
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A

2 (Pé giai vi du 3)
Bidu thi PQ theo PA, AC. CQ va PQ theo PB. BD. DQ dé c6

(1- k)PQ = AC — kBD.
Tinh tich v6 huéng clia (1 — k)PQ véi AB. Tir dé suy ra didu phai chimg minh.
Vidu 4

Tinh cdc géc giita cdc cap duong thang DA va BC, DB va AC, DC va AB
ciia tir dién ABCD, biét rang DA=BC =a, DB=AC=b, DC = AB = c.

Giai
Theo két qua 6 vidu 2 §1, ta cé
2 2
— ——A == b
cos(BC, DA) = —=—
a
. : ; |f'2 - h2|
Vay gbc gitta hai dudng thang BC va AD la @ ma cosa = ———
a

Twong tuv nhu trén, néu goi B va y14n luot 1a géc giita cdc cip dudng thang
ACvaBD, ABva DC thi
|a2 = f‘2| |a2 = bz|

=
bz (’2

cos B =

Céu hoi va badi tép

Méi khang dinh sau c¢é diing khoéng ?

a) Hai duong thang cling vuéng géc véi duong thang thir ba thi song song
v6i nhau.

b) Hai duong thang cling vuéng géc véi dudng thang thit ba thi vuéng gbéc
vdi nhau.

a) Cho vecto n7 khdc O va hai vecto @, b khoéng cung phuong. Chitng minh
rang néu vecto 7 vubng goc voi ca hai vecto @ va b thiba vecto n, a, b
khéng déng phang.

b) Chitng minh rang ba vecto cung vuéng gbc véi vecto 1 # 0 thi dong
phang. Tir d6 suy ra cdc dudng thang ciing vudng géc véi mot dudng thang
thi cing song song v4i moét mat phang.

05
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10.

11.

Cho hinh chép §.ABC c6 SA = 8B = SC va ASB = BSC = CSA. Chirng minh
rang SA 1| BC,SB 1 AC,SC 1 AB.

Cho hinh tir dién ABCD. Chimg minh rang néu AB.AC = AC.AD = AD.AB
thi AB L CD, AC 1. BD, AD | BC. Diéu nguage lai ¢ diing khéng ?

Cho hinh t dién ABCD ¢6 AB = AC = AD va BAC = 60°, BAD = 60°.
Chtrng minh rang :

a)AB 1 CD ;

b) Néu I va J 14an lwot 14 trung di€ém cta AB va CD thiIJ L ABva Ll 1 CD.

PUGNG THANG VUONG GOC
vGI MAT PHANG

1. Binh nghia dudng thdng vudng géc v8i mit phing

96

Bai toan 1
Cho hai duong thang cdt nhau b va ¢ ciing ndm trong mdt phdang (P).
Chitng minh rdng néu dwong thang a vuéng géc véi cd b va c thi né vuéng
géc voi moi duong thang nam trong (P).
1 (P& giai bai toan 1)

* Ki hiéu u, v, w, r lan lugt |a vecto chi

phuong clia cac dudng thdng a, b, ¢, d, =
trong doé d 1a c':’u’ﬂnq thang bat ki nam trong b __'L..v*‘:‘;
(P) (h.97). Gia thiét clia bai toan cb6 nghia O I

. — = —_ —
lau.y =u.w = 0.

Hay chimgté .7 = 0. Hinh 97

Khi @ vuéng géc véi moi duong thang nam trong mat phang (P) thi ta néi
rang dudng thang a vuéng géc véi mat phang (P). Vay ta ¢6 dinh nghia
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DINH NGHIA 1

Mot dirong thang goi la vuéng géc voi mét mdt phang néu né
viuong géc voi moi duong thang nam trong mdt phang do.

Khi dudng thang a vuéng gbéc véi mat phang (P), ta con néi mat phang (P)
vuéng gbéc vol a hoac a va (P) vudbng gbéc véi nhau, va ki hiéu a L (P) hoac
(P) 1 a.

Tir bai toan 1 va dinh nghia trén, ta ¢6 dinh 1i sau néi vé diéu kién dé
dudng thang va mat phang vuéng géc véi nhau.

PINH LI 1

Néu duong thang d vuéng géc vor hai duong thdng cdt nhau
a va b cing ndm trong mdt phang (P) thi duong thang d
vuoéng géc voi mdt phang (P).

2 a
ﬁ Chimg t6 rang néu mét duong thang vuéng goéc véi hai
canh cla mét tam giac thi né cing vuéng géc véi canh 4 C
thir ba, tic 1a phai chimg minh (h.98) : /
al AB I
—>a.l BC.
a 1L AC B

o Hinh 98
2. Cac tinh chat

Tir dinh nghia néu trén, ta ¢6 cac tinh chét sau :

Tinh chat 1

C6 duy nhdt mot mdt phang (P) di qua mét diém O cho trude
va vuong goc vor mot duong thang a cho truoc.

Tinh chat 2

Co6 duy nhdt mét duong thang A di qua mot diéem O cho
trudc va vuong géc voi mot mdt phang (P) cho truoc.

Nhdn xét
« Mit phang (P) néi trong tinh chit 1 duoc xdc dinh bdi hai duwong thang phan
biét b va ¢ cing di qua di€ém O va cling vuéng géc véi dudng thang a (h.99).

V)
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b
,f' _________________
: &

o | Sag f,

i |

f i I

a b/
Hinh 99 Hinh 100

e Duong thang A trong tinh chat 2 1a giao tuyén
ctia hai mat phang (Q) va (R) cling di qua O va
[An lwrot vubng géc véi hai duwdng thang cat nhau
a va b nam trong mat phang (2) (h.100). M

e Tir tinh chat 1, ta thdy c6é duy nhit moét mat e

phang vuéng géc véi AB tai trung diém O ctia doan \
thang AB. Mat phang dé goi 1a mdt phang trung /

truc ctia doan thang AB (h.101). A 0 B
Dé thiy rang mdt phdng trung truc cia doan
thang la tap hop cdc diém cdch déu hai dau miit
ciia doan thang dé.

3 Hinh 101

Tim tap hop cac diém cach déu ba dinh cla tam giac ABC.

Trong chwong I, ta di dé cap dé€n quan hé song song giita hai dudng thang,
giita duong thang va mat phang, giita hai mat phang. Két hop véi céc tinh chat
néu trén, ta c¢é thé ching minh diroe moét s6 tinh chat néi vé méi lién hé giita
quan hé song song va quan hé vuéng géc clia dudng thang va mat phang.

3. Lién hé giira quan hé song song va quan hé vudng géc cua dudng
thing va mit phing

98

Tinh chat 3 (h.102)

a) Mt phdang nao vuéng géc véi mét trong hai duong thdang
song song thi ciing vuong géc voi duong thang con lai.

b) Hai dudng thang phdn biét cing vuéng géc véi mot mdt
phdng thi song song véi nhau. y
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Tinh chat 3 duoc viét gon 1a :

s allb
(P)J_g}zb(P)J_b :

. al(P) 4{ L /

b1l (P)y= allb.
aZb | Hinh 102

Tinh chat 4 (h.103)

a) Puong thdang nao vuéng géc voi mot trong hai mdt phdng
song song thi ciing vuéng géc véi mdt phang con lai.

b) Hai mdt phang phdn biét cing vuéng géc voi mot duong
thang thi song song véi nhau.

\e _/
Tinh chat 4 dwoc viét gon 1a :
. (P)IQ) | "
HJ_(P)}::’HJ_(Q)S / /
« (P)La ] '

Q) La = (P)INO).
P) # (©Q), K _ /
Nhdn xét |

Trong tinh chat 3, néu ta thay cdc cum tir

"mat phﬁng" thanh "dwong thzzmg", "duong Hinh 103

thang" thanh "mat phang", con cdc tir khic giit nguyén thi ta cé tinh chat 4.

Tinh chit 5 (h.104)
/"

a) Cho duomg thang a va mdt phang (P) song song voi nhaD
Duong thang nao vudéng géc voi (P) thi ciing vudng goéc véi a.

b) Néu mot duong thang va moét mdt phang (khéng chita
duong thdang dé) cing vuéng géc voi mét duong thdang thi
\c'hung song song voi nhau. Y

99

baitap365.com



Tinh chat 5 duoc vi€t gon 1a /@ a
. all (P)

}::»bj_a;
b L (P)

. 4 (P)) S b
alb  =all(P).
(..o Hinh 104

4. Dinh li ba dudng vudéng géc

100

Phép chiéu vuong goc
Moét truong hop thuong gap cua phép chi€u song song 1a phép chié€u
vuéng gbc.

DINH NGHIA 2

Phép chiéu song song lén mdt phdang (P) theo phitong | vuéng goc
vor mdt phang (P) goi la phép chiéu vuong goc lén mdt phang (P).

Vi phép chi€u vubng géc 1én mat phang (P) 1a trudng hop dic biét ctia phép
chiéu song song nén né ¢é moi tinh chit cua phép chi€u song song. Phép
chiéu vuéng géc lén mdt phang (P) con duoc goi don gian 14 phép chiéu lén
mdt phang (P). Néu .’ 13 hinh chi€u vuéng géc clia hinh .#'trén mp(P) thi ta

ciing néi "’ 1a hinh chiéu cta J'trén mat phang (P).

Pinh li ba duong vuong goc
DINH LI 2

Cho duong thing a khong vuéng géc véi mdt phang (P) va
dwong thang b nam trong (P). Khi dé, diéu kién can va di dé b
vuong géc voi ala b vudng goc voi hinh chiéu a’ cua a trén (P).

a
Chirng minh B_~

Néu a nam trong (P) thi két qua 14 hién nhién. A/

Néu a khéng nam trong (P) thi ta 14y hai
diém phan biét A va B thude a. Goi A’ vd oo -
B’ lan lwot 14 hinh chi€u cia A va B trén A’ o B’
(P), khi d6 hinh chiéu a’ cta dudng thang / a’
a trén (P) chinh 13 dudng thang di qua hai b
diem A" va B’ (h.105). Hink 105
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ibc(P)nén bl AA"
Viaynéu b L athi b L mp(a’, a), doddé b L a’.
Ngwoc lai, néu b L a"thi b 1L mp(a’, a), dodé b L a. []
5. Géc giira dudng thing va mit phing

Cho dudng thang « va mat phang (P). Ta cé dinh nghia sau (h.106)

a 2/

/ : / ,/ /,»‘( - /

a) h)
Hinh 106

DINH NGHIA 3
Néu duong thang a vuéng géc véi mdt phang (P) thi ta noi
rdng géc giita duong thang a va mdt phdang (P) bdang 90°.
Néu dwong thdang a khéng vuéng géc voi mdt phang (P) thi
goc gilta a va hinh chiéu a’ cia né trén (P) goi la géc giita
duong thang a va mdt phang (P).
Luwu ¥ rang géc giita duong thing va mdt phdang khéng viot qud 90°.
Vidu
Cho hinh chop S ABCD o dayla hinh vuong, SA 1 mp(ABCD),
1. Goi M va N ldn luot la hinh chiéu cua diém A trén cdc duong thang SB
va SD.
a) Chitng minh rang MN [] BD va SC 1 (AMN).
h) Goi K la giao diém ciia SC véi mp(AMN). Chitng minh tir gidc AMKN
c6 hai duong chéo vuong goc.
2. Tinh géc giita duong thang SC va mdt phang (ABCD) khi SA = .-:I«.E,,
AB = a.

101
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14.

13.
102

Giai (h.107)

1. a) Hai tam giac vudng SAB va SAD
bang nhau c¢é cdc dudng cao tuong
tng la AM va AN nén BM = DN. Mat
khic, tam gidc SBD can tai dinh §
nén MN song song véi BD.

Ta cé BC 1 (SAB) nén BC | AM ; mat
khac SB 1. AM, do d6 AM 1 SC.

Twong tuw, AN 1L SC. Vay SC L (AMN).

b) Do MN // BD ma BD | (5SAC') nén
MN 1 (SAC), tirdo MN 1 AK.

2. Ta ¢6 AC 1a hinh chi€u clia SC trén mat phang (ABCD). Mat khic

Hinh [07

AC = a\ﬁ, SA = a2 nén SCA = 45° Vay, géc giita SC va mat phang
(ABCD) bang 45°. O

Cdau hoi va bdi tép

. Khang dinh "M6t dudng thang vudéng géc véi hai duong thang phan biét

trong mat phang (P) thi né vuéng géc véi (P)" 6 ding khong ? Vi sao ?

. Cho hai duwong thang a, b va mat phang (P). Cic ménh dé sau diing hay sai ?

a) Neua/[/(P)vab Ll (P)thib Ll a.

byNéua//(P)vabl athib Ll (P).

c) Neua//(P), b/l athi b]/](P).

Cho di€ém S c6 hinh chi€u trén mp(P) 13 H. Véi diém M bat ki trén (P)
(M khong trung H), ta goi doan thang SM 14 duong xién, doan thang HM 13
hinh chiéu cua duong xién d6. Ching minh rang :

a) Hai dudng xién bang nhau khi va chi khi hai hinh chi€u cua ching
bang nhau.

b) Véi hai duwong xién cho trude, dirong xién nao dai hon thi ¢é hinh chiéu
dai hon va ngwoc lai, dirdng xién nao c6 hinh chi€u dai hon thi dai hon.

Cho tit dién ABCD. Tim diém O cdch déu bén dinh ctia tir dién.
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16.

17.

18.

19.

Cho hinh tir dién ABCD c6 AB, BC, CD déi mo6t vubng goéc va AB = a,
BC= b, CD=#§
a) Tinh d6 dai AD. b) Chi ra diém cidch déu A, B, C, D.

Cho hinh tir dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mot vudng goc.
a) Chirng minh tam giac ABC ¢6 ba gée nhon.
b) Chitng minh rang hinh chi€u H clia di€ém O trén mp(ABC) tring véi trire
tam tam giac ABC.
| 1 | |

c¢) Chitng minh rang = =g >
OH OA OB ocC
Cho hinh chép S.ABC c6 SA 1L mp(ABC) va tam giac ABC khéng vuéng. Goi

H va K lan luot 1a true tAm ctia cac tam gidc ABC va SBC. Chirng minh rang :
a) AH, SK, BC déng quy ;

b) SC | mp(BHK) ;

c) HK 1 mp(SBC).

Cho hinh chép S ABC c6 diy 13 tam gidc déu canh a va SA = SB = SC = b.
Goi (7 1a trong tam tam gidc ABC.

a) Chitng minh rang SG L (ABC). Tinh SG.

b) Xét mat phang (P) di qua A va vubng gbéc véi dudng thang SC. Tim hé
thite lién hé giita @ va b dé (P) cat SC tai di€m ; nam gitta § va C. Khi dé
hay tinh dién tich thiét dién clia hinh chép S ABC khi cat boi mp(P).

. a) Cho tit dién ABCD cé6 AB L CD, AC 1. BD. Ching minh rang AD 1 BC.

Viy, cidc canh déi dién cna tir dién d6 vubéng gbc véi nhau. Tir dién nhu thé
gol la tir dién truc tam.

b) Chitng minh cic ménh dé sau day la twong duong :

1) ABCD la tir dién truc tam.

ii) Chan dudng cao cna tir dién ha tir mét dinh trung véi true tAm ctia mat
deéi dién.

iiiy AB® + CD* = AC* + BD* = AD”* + BC?.

¢) Chitng minh rang bén dudng cao cua tif dién trire tAm déng quy tai mot
diém. Diém d6 goi 12 true tam cua tir dién noi trén.

103
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HAI MAT PHANG VUONG GOC

1. Géc giira hai mit phing

21

(&~

104

Cho hai mat phang (P) va (Q). Liy hai
dudng thang a va b 1an luot vuong géc véi
(P) va (Q) (h.108). Khi do, goc gitta hai
dudng thang a va b khéng phu thude vao
cach luva chon ching va duoc goi la goéc b
giita hai mat phang (P) va (Q).

DINH NGHIA 1

Géc giita hai mdt phdng la /
goc giita hai dwong thang I

lan lwot vuéng goc voi hai
mdt phang do. Hinh 108

Cach xac dinh goéc gitta hai mat phang
Khi hai mdt phang (P) va (Q) song song hodc tring nhau thi géc giita
chiing bang bao nhiéu ?

Bay gid, gia str (P) va (Q) cat nhau

theo giao tuyén A. Ta v& moét mat / N
phang (R) vuéng géc véi A va goi p,
g lan luot 1a giao tuyén cua (R) véi

(P) va (R) voi (Q). Khi do, goc gita
(P) va (Q) bang gbc gittap vaq.

That vay, trong mp(R), xét cac
dudong thang @ va b 1an luot vudng
goc véipvagthia l (P),b L (Q)
va dé thdy gdc giita hai dudng thang
a, b bang géc giita hai dudng thang
P, q (h.109). Nhu vay ta c6 : Hinh 109

CHU Y

Khi hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A, dé tinh
géc gifta ching, ta chi viéc xét mot mit phang (R) vuéng gbc véi
A, lan lugt cat (P) va (Q) theo cdc giao tuyé€n p va ¢. Liic dé, géc
gifta (P) va (Q) bang gbc giita hai dudng thang p, g.
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Vi du

Cho hinh chop S.ABC co SA 1 (ABC). Goi @
la goc giita hai mdat phang (ABC) va (SBC).
Chiing minh rang S i = Sg¢pc-COS @, 0 dady

ki hiéu S yg¢-la dién tich tam giac ABC.
Gidi (h.110)
Ké duong cao AH cta tam gidc ABC. Do

SA | mp(ABC) nén SH | BC. Suy ra SHA = @ B
va AH = SH .cosg. Tlr d6 ta co Hinh 110
1 l
Sapc = EB(J.AH = EB(J.SH.cnsgo = S¢pc-COS @. [

M6 rong két qua ctia vi du trén, ta ¢6 dinh 1i téng quat sau day :

PINH LI 1

Goi S la dién tich cia da gidc #'trong mdt phang (P) va 8’
la dién tich hinh chiéu .#° cia # trén mdt phang (P’) thi
S’ = S.cose, trong dé @la géc giiia hai mdt phdang (P) va (P”).

2. Hai mat phﬁng vuong goéc

DINH NGHIA 2
Hai mdt phdng goi la vuéng géc véi nhau néu géc giita chiing
hing 90°.

Khi hai mat phang (P) va (Q) vuéng gbéc véi nhau
thi ta con néi gon 1a hai mdt phang (P) va (Q)
vuong goc, ki hiéu (P) L (Q) hay (Q) L (P).

1

ﬁ Cho hinh t&r dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mot vuong
géc (h.111). Hay chi ra cac dudng thang lan lugt vudng :
goéc véi cac mat phing (ABC), (ACD), (ABD) va tir ¢é C
suy ra cac mat phang ay d6i mot vuéng goéc.

Hinh 111
Diéu kién dé hai mat phang vudéng géc

Pinh 11 dudi day néi vé mot diéu kién dé€ hai mat phang vuoéng géc.

DINH LI 2

Néu moét mdt phdng chita mot duwong thang vuéng géc voi mot
mdt phang khac thi hai mdt phang do vuoéng goc vor nhau.
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Chitng minh (h.112)

Gia sir (P) 12 mat phang chita dudng thang a /é
ma a vudng goc voi mp(Q). Goi H la giao

diém clia @ va (Q) thi H thuée giao tuyén ¢ &
ctia (P) va (Q). Trong (Q), ké dudng thang b
di qua H va vuoéng gbéc véi ¢. Khi do, goce
gitta (P) va (Q) chinh la gbéc giita @ va b. Vi

¢
al (Q) nén a L b, tir d6 suy ra hai mat o b }7
phang (P) va (Q) vuéng géc véi nhau. [

Neuwoe lai, n€u cho hai mat phang vuéng géc Hinh 112
v6i nhau thi mat phang nay c¢é chita duong thang vuéng gée véi mat phang
kia hay khéng ? Dinh 1i 3 sau day tra 101 cidu hoi dé6.

Tinh chat cia hai mat phang vuéng géc

DINH LI 3

Néu hai mdt phdng (P) va (Q) vudng gbc véi nhau thi bat cit
dudong thang @ nao nam trong (P), vuéng géc véi giao tuyén
ctia (P) va (Q) déu vubng gbc v6i mat phang (Q).

Chitng minh (h.112)

Goi ¢ 14 giao tuyén cua (P) va (Q), H 1 giao diém cna a va ¢. Trong
mp(Q), ké dudng thang b di qua di€ém H va vubéng géc véi c. Khi dé, gbc
gitta (P) va (Q) chinh la géc gitta a va b. Vi (P) L (Q) nén a L b. Nhu vay,
ta ¢ duong thang @ vuéng géc véi hai duong thang b, ¢ cat nhau cling
thude (Q), suyraa L (Q). []

Tir dinh 11 2 va dinh 1i 3, ta dé dang suy ra cdc hé qua sau :
HE QUA 1 (h.113)

Néu hai mdt phang (P) va (Q) vuéng géc voi nhau va A la
mot diém nam trong (P) thi dwong thang a di qua diém A va
vuong goéc voi (Q) sé nam trong (P).

Hé qua 1 dwgce viét gon la /é
1A

(P)L(Q)

Ae (P)

al (0) s =>a C (P). a

Aea E?
v

Hinh 113
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HE QUA 2 (h.114)

Néu hai mdt phdng cdt nhau va cing vuéng géc vor mdt phdang
thit ba thi giao tuyén cua chiing vuéng goéc voi mdt phang thit ba.

Hé qua 2 dwroc viét gon 1a :

(P)n(Q)=a)
(P) L(R) +=>al (R Iﬁ/\@
@ L® | .

Hinh 114

Tir dinh 11 2, ta nhan thiy n€u dudng
thang @ vuéng géc véi mat phang (P)
thi qua @ c6 vé6 s6 mat phang
vuéng goéc véi (P) (h.115). Vay
khi a khéong vuéng gbéec véi (P) thi
c6 bao nhiéu mat phang chira ¢ va
vuodng gbéc voi (P) ?

Hé qua sau s& tra 16i c4u hoi dé.

Hinh 115
HE QUA 3

Qua dwong thang a khéng vuéng géc véi mdt phang (P) co
duy nhdat mot mdt phdang (Q) vudng goc vor mdt phang (P).

2 (P& chimg minh hé qua 3)

« Lay diém O thuéc a, dung dudng thing
h di qua diém O va vuéng géc véi (P).
Hay chimg t& mp(a, b) chinh I3 mp(Q)

phai tim (h.116). 1T oA
» S{r dung hé qua 2 dé chimg minh tinh /
duy nhat ctia mat phing (Q).

Hinh 116
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3. Hinh lang tru ding. Hinh hop chir nhat. Hinh lap phuong

Trong chwong II, ta dd néu dinh nghia hinh lang tru. O phin nay, ta s€ xét
mot s6 hinh lang tru dac biét.

DINH NGHIA 3

22

L

Hinh lang tru ding

* Cdc mdt bén cua hinh

La hinh hop ditng co
day la hinh chit nhat

La hinh lang tru co canh A : ¢ lang tru ditng la hinh gi ?
gt . :
hén vuong goc vor mdt ; e Cdc mdt bén cua hinh
y I _ 3 i
day (h.117). 1B ldng tru ditng c6 vuong
- o p P % - i .
A'<. T goc vol mdt day khong ?
E’f Dl
Hinh 117
Hinh lang tru deu Ay Cdc mdt bén cua hinh
La hinh ldng tru dirng co A i Q A, Iﬁ;ng ;;.I"i Ji” ¢6 bang
o o o nhau khong
day la da giac déu | A
(h.118). .A': Acl |
o P
AP ’AS ~
Hinh 118
Hinh hop diing Hinh hép ditng c¢6 bao
La hinh lang tru ditng cé nhieu —mat la  hinh
- % n . % e T ] '-"j
day la hinh binh hanh chit nhat :
(h.119). -
\g
Hinh 119
Hinh hop chir nhat Sau mat cuia hinh hép chit

nhdt ¢6 phai la nhiing
hinh chit nhat khéng ?
Ngiroe lai, mor hinh hop

h.120 , o
( / ma sau mdt cua no la hinh
50 190 chit nhat cé phai la hinh
hop chit nhat khong ?
108
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DINH NGHIA 3 HINH VE ?2

Hinh lap phuong

La hinh hop chit nhat co
tit cd cde canh bang ;
nhau (H.121). A _ hinh ldp phuong hay

Hinh hop chit nhdat ma
dién tich cdc mdt déu

bang nhau cé phai la

i khong ?

Hinh 121

23

Bai toan
Tinh doé dai duong chéo cia hinh hép chit nhdt khi biét dé dai ba canh xudt
phdt tirmét dinh la a, b, ¢ (a, b, ¢ goi la ba kich thudc cua hinh hép chit nhat).

Giai (h.122) B C

Tur AC’ = AB + AD + AA’ A/é D

vi  ABAD = ABAA’ = ADAA’ =0 L .

ta co Fz = a® + b* +¢? A" D’

hay AC" =Na? + B2 + 2. Hinh 122

Twong tu cac duwdng chéo con lai cling bang ‘\/{12 +b% + % L]

Do dai duong chéo ciia hinh ldp phitong canh a bang bao nhiéu ?

4. Hinh chép déu va hinh chép cut déu

DINH NGHIA 4
Mot hinh chép duwoc goi la hinh chép déu néu ddy ciia né la
da gidc déu va cdac canh bén bang nhau. S

Hinh 123
109
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o

110

Ta bi€t rang d6i véi mot hinh chép bat ki, dudng thang vuéng géc véi mat
day ké tir dinh goi 14 duwong cao clia hinh chép.

Cdc két qua sau day vé hinh chép déu cé diing khéng ? Vi sao ?

° Mot hinh chép la hinh chép déu khi va chi khi day cua né la da gidc déu
va duong cao cua hinh chép di qua tdm cua ddy (tdm cua da gidc déu
chinh la tam duong tron ngoai tiép va noi tiép da gidc do).

® Mot hinh chép la hinh chép déu khi va chi khi day cua né la da gidc déu
va cde canh bén tao voi mdt day cdc géc bang nhau.

DINH NGHIA 5
Khi cat hinh chép déu boi mot
mdt phdng song song voi ddy
dé duoc moét hinh chép cut thi
hinh chop cut do dwoc goi la
hinh chép cut déu.

Poan n6i tAm cua hai ddy duoc goi la
duong cao cua hinh chép cut déu.

Tai sao trong hinh chép cut déu, cdc mdt

bén la nhitng hinh thang can bang nhau ?

Hinh [24

Nhiéu Kim tu thap (tu
Han - Viét nghia la cai
thap hinh chir kim &,
tirc 1a hinh chop) da dugc
xdy dung & Ai Cap bat
dau khoang 2500 nam
trudc coéng nguyén. Cac
thap d6 1a nhimg ngéi moé
clla vua, hoang hau, ...
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Kim tu thap Ké-ép (Chéops) (& hinh trén) 1a thap 16n nhat. N6 dudc coi |a moét
trong bay ki quan clia thé gidi. D6 1a mét hinh chép tir giac déu, day 1a mét hinh
vudng c6 canh dai khodng 230m, ngay xua cé chiéu cao khoang 147m, ngay
nay chi con cao 138m do bi x6i moén & dinh. Trong hon 4000 nam, d6é la kién truc
cao nhat thé gidi. Mai dén thdi Trung c¢é méi cé mot sé nha thd cao hon. Thap
nang khoang 6 triéu tan va dudc tao thanh bdi hon 2 300 000 tang da.

3 bén trong kim tu thap Ké-8p cé "budng clia vua" dang hinh hép chit nhat, dai
20 "canh tay", rong 10 "canh tay", cao 11,18 "canh tay" ("canh tay" la don vi doé
dai thdi c8, xap xi 52,5cm). Sé do kha Ié 11,18 nay da hap dan cac nha khao ciiu :
phai ching c6 thé giai thich diéu nay khi tinh dé dai dudng chéo hinh hop va do
dai dudng chéo mat bén cla hinh hép dé ?

Cdu hoi va bdi tap

. Cic ménh dé sau diing hay sai ?

a) Hai mat phang cling vuéng gbéc v46i mit phang thit ba thi song song
véil nhau ;

b) Hai mat phang cing vuéng gbéc v4i mat phang thit ba thi vuéng géc
vdl nhau ;

¢) Qua mét dudng thang cho trude c¢é6 duy nhit moét mat phiang vuéng gée
véi mot mat phang cho trude ;

d) C6 duy nhit mét mit phang di qua mét di€m cho trude va vuéng géc véi
hai mat phang cat nhau cho trueéce ;

e) Cdc mat phang ciing di qua mét diém cho trurée va vudéng géc véi mot
mat phang cho truée thi luén di qua mét dudng thang 6 dinh ;

f) Hinh lang tru ¢6 hai mat bén la hinh chi@r nhat 1a hinh lang tru dirng ;

g) Hinh chép c6 ddy 1a da gide déu va ba canh bén bang nhau 14 hinh chép déu.

Cho hinh hép ABCD A'B'C'D’ ¢c6 AB = a, BC = b, CC’= c. Néu
2

AC'=BD'=BD = a® + b* + ¢
thi hinh hép d6 ¢6 phai la hinh hép chir nhiat khéng ? Vi sao ?

. Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B’C’D’ ¢6 canh bang a.

a) Chitng minh rang AC’ vuéng géc véi hai mat phang (A’BD) va (B'CD’).
b) Cat hinh 1ap phwong béi mat phang trung true ctia AC”. Chimg minh thiét
dién tao thanh 13 mét luc gide déu. Tinh dién tich thi€t dién dé.

. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuéng canh a va SA | (ABCD), SA = x.

Xdc dinh x dé hai mat phang (SBC) va (SDC) tao véi nhau gée 60°.
111
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25. Cho hai mat phang vuéng géc (P) va (Q) c6 giao tuyén A. Ly A, B cung thude
Avalay C € (P), D € (Q) sao cho AC 1 AB, BD 1. AB va AB = AC = BD.
Xdc dinh thiét dién clia t dien ABCD khi cat bdi mat phang (&) di qua
di€ém A va vuéng gbéc véi CD. Tinh dién tich thiét dién khi AC =AB = BD = a.

26. Hinh hop ABCD.A’B’C’D’ 13 hinh hop g1 néu thoda man mot trong cdc diéu
kién sau ?

a) Tt dién AB'CD’ ¢4 cac canh déi bang nhau ;
b) Twr dién AB'CD’ ¢6 cac canh déi vuéng goc ;
c¢) T dién AB'CD’ 1a tir dién déu.

27. Cho hai tam gidc ACD, BCD nam trén hai mat phang vuéng géc véi nhau
va AC = AD = BC = BD = a, CD = 2x. Goi I, J 1an lwot 13 trung diém cna
ABva CD.

a) Tinh AB, IJ theo a va x.
b) Vi gia tri ndo cua x thi hai mat phang (ABC) va (ABD) vubng gbéc ?

28. Cho tam gide ABC va mat phang (P). Bi€t géc giita mp(P) va mp(ABC)
la p(p# 90°) : hinh chi€u cfia tam gidc ABC trén mp(P) 1a tam gidc A'B'C”.
Chitng minh rang

Saper=Sapc - COSQ.
Huong dan. Xét hai trudng hop :
a) Tam gidc ABC c6 mdt canh song song hoac nam trong mp(P) ;

b) Tam gidc ABC khoéng c6 canh nio song song hay nam trong mp(P).

KHOANG CACH

1. Khodng céach tir mét diém dén mét mit phing, dén mét dudng thing

Pé di dén khai niém khoang cdch tir mot diém dén mot mat phang hoac
mot dudng thang, ta xét hinh chi€u vuéng géc clia di€m dé trén mat phang
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hoic duong thang. Trén hinh 125a), ta ¢6 H 13 hinh chi€u cta M trén
mp(P) va trén hinh 125b), ta ¢6 H 14 hinh chi€u ctia M trén dudng thang A.
Tt M

M

e P

a) b)
Hinh 125

Ta c6 dinh nghia sau :

DINH NGHIA 1
Khodng cdch tir diém M dén mdt phang (P) (hodc dén dwiong
thang A) la khodng cdch giita hai diém M va H, trong dé H la
hinh chiéu cua diém M trén mdt phang (P) (hodc trén duong
thang A).

Khoang cach tir di€ém M dén mat phang (P) dwoc ki hiéu 12 d(M ; (P)).
Khoang cach tir diém M dén dudng thang A dwoc ki hiéu 1a d(M ; A).

21| Trong cdc khodng cdch tir M dén mot diém bdt ki thuée mdt phdang (P),

khodng cdch nao la nho nhdt ?

22| Ciing cdu hoi nhie trén néu thay mdt phdang (P) boi dwong thang A.

2. Khoang cach giira dudng thﬁng va mat ph%ng song song, gilra hai
mat ph%ng song song
Cho duwdng thang a song song v&i mat phang & //f.-—-""
(P). Véi hai diém A, B bat ki trén a, hién 4~
nhién ta cé6 d(A ; (P)) = d(B ; (P)) (h.126).
Nhu vay, d(A ; (P)) khéong phu thude vao vi ———

pe e = ? . J e a = - .-“"
’[I‘fl c1_Ja dléIT_LA khi A thay doi trén a. Tur do ta /K
c6 dinh nghia “
fu
DINH NGHIA 2 Hinh 126

“ Khodng cdch giita duong thing

113
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24

a va mdt phdng (P) song song véi a la khodng cdch tir mét diém
nao doé ciia a dén mdt phdang (P).

Ki hiéu khoang cdch giira dudng thang @ va mat phang (P) song song vdi
nélad(a; (P)).
Khi duwong thang a song song voi mdt phang (P), trong cdc khodng cdch tic mot

diém bdt ki ciia a dén mét diém bdt ki cua (P), khodang cdch nao la nho nhdt ?

. o 2 ~ . A
(?110 lj.ﬂl II:lE}t phang song song (P) va EQ). Khi / T**'\E-
ay, dé thay d(A ; (Q)) =d(B ; (Q)) v61 A, B la

hai di€m bat ki thuée (P), tire la d(A ; (Q))

khéng phu thuéc vao vi tri cia di€ém A khiA /"7 77~
thay déi trén (P) (h.127). H""“"'--K

Tir d6 ta c6 dinh nghia Hinh 127

DINH NGHIA 3

“ Khodng cdch giita hai mdt phang song song la khodng cdch
tir mét diém bdt ki ciia mét phang nay dén mdt phang kia.

Ki hiéu khoang cich giita hai mat phang song song (P) va (Q) 1a d((P) ; (Q))
thi d((P) ; (Q)) = d(A ; (Q)) = d(C ; (P)), trong d6 A 12 mo6t di€ém nao dé
thuoce (P) va C 12 mot di€m nao dé thude (Q).

Trong cdc khodng cdch giita hai diém bdt ki ldn luot thuéc hai mdt phdng

song song, khodng cdch nao la nho nhat ?

3. Khoang céach giira hai dudng théng chéo nhau

114

Bai toan
Cho hai duong thang chéo nhau a va b. Tim duong thang ¢ cdt cd a va b
dong thot vuong géc voi cd ava b.

Giai

Do a va b chéo nhau nén cé duy nhit

mat phang (Q) chita dudng thang b va 7 %
song song véi duong thang a. /

Mat phang (P) di qua a va vuéng gbc €
véi (Q) cat dudng thang b tai di€ém J.

Goi ¢ 1a duong thang di qua J va vuéng _:::__"a_'___
gbe v6i (Q) thi ¢ nam trong mp(P), do ‘}

Hinh [28
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dé ¢ cit a tai di€m I. Khi 4y ¢ 13 dudng thang phai tim (h.128).
[

R Ching minh tinh duy nhat clia dudng thdng ¢ trong bai toan trén.

¢
Thuat ngi /
- 2 ’ ” T 5 4 - i
DPuong thang ¢ néi trén goi 1a duong vuong goc e

chung cua hai duong thang chéo nhau a va b.

Néu dudng vuéng géc chung cat hai dudng thang
- éf S b 3 f et .--_-_-

chéo nhau tai I va J thi doan thang I7 goi la doan J:\b

vuong goc chung cua hai duong thang d6 (h.129).

Hinh 129
DINH NGHIA 4

Khodng cdch giita hai dwong thing chéo nhau la dé dai
doan vuéng géc chung ciia hai duong thang do.

25| Trong cdc khodng cdch giita hai diém bdt ki ldn luot nam trén hai duong

thang chéo nhau, khodng cdch nao la nho nhat ?

Néu goi (P) va (Q) 12 hai mat phang song
% : : : Y 2 i a
song vol nhau lan luot di qua hai duong thang //g/

a va b thi 6 rang :

I7 = d(a ; (Q)) = d(b; (P))

= d((P); (Q)) (h.130). /\ /
Viy tacé: J:N’.

Hinh (30

Nhdn xét
1) Khodng cdch giita hai duong thang chéo nhau bdng khodng cdch giita mot
trong hai duong thang dé va mdt phdng song song véi né, chita diwong thang
conlai.
2) Khodng cdch giita hai dwong thang chéo nhau bdng khodng cdch giita
hai mdt phang song song ldn luwot chita hai duong thang dé.
4, Mét sé vi du
Vidul
Cho hinh hop chit nhdt ABCD.A'B'C'D" ¢c6 AB=a, AD=b,AA"=c.
a) Tinh khodng cdch tir diém B dén mdt phiang (ACC'A").
b) Tinh khodng cdch giita hai duong thang BB’ va AC’.
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c) Tinh khodng cdch giita hai mdt phdang (AB'C) va (A’C’D) trong truong
hopa=b=c.
Giai (h.131)
a) Ké BH vudéng goc véi AC, do
BH | AA’
nén BH 1 (ACC’A").
Viay d(B ; (ACC’A")) = BH. Ta c6
BH . AC =BA . BC.
ab

\Jaz + b2
b) BB’ va AC" chéo nhau ma BB’ // (ACC'A")
nén

hay BH =

Hinh 131

ab

'Jaz i |

c) Dé thay mp(AB'C) va mp(A'C’D) song song v&i nhau. Do a = b = ¢ nén
ABCD.A'B’C’D’ 1a hinh 14p phuwrong. Khi dé, goi K va K’ 1an luot 1a tAm ctia
hai hinh vuéng ABCD va A’B'C’D’ thi mp(KK’D’D) 1a mat phang trung trirc
cua A'C’. Tir dé6 suy ra mp(KK'D’D) vuéng gbc véi mp(DA'C’). Ké KI
vuéng gbéc véi giao tuyén DK’ ctia hai mat phang dé thi KI L mp(A'C’D).
Vay khoang cdch giira hai mat phang (AB’C) va (A'C’D) bang KI.

d(BB’; AC’) = d(BB’ ; (ACC'A")) = d(B ; (ACC’A")) =

Ta cé tam giac KK'D vuong tai K nén

t .4 a4 4 4.3
KI> DK? KK’ (ﬂﬁf P# @

2

a3

3

Chi v rang BD’ vuéng géc véi hai mat phang (ACB’), (DA'C’) va di qua
tAm G, G’ cua hai tam gidc déu AB'C, DA'C’. Tir d6 suy ra khoang cdch can

tie 1a KT =

A e
tim ciing bang GG’ va bang EBD'. []

Vidu 2
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31.

Cho hinh chép S.ABCD co day la hinh vuéng canh a, SA 1 (ABCD) va
SA = a.Tinh khodng cdch giita hai dwong thdng
a) SBva AD ; b) BD va SC.
Giai (h.132)
a) Ta ¢c6 AD 1 (SBA), ké AH vubéng gbc voi
SB thi AH 1a dudng vubéng gbéc chung ctia SB
va AD. Vay

d(AD ; SB) = AH .
Vi AH la dudong cao cua tam gidc vuéng can
SAB nén

2

2
2

a

Hinh 132

Tir dé d(AD ; SB) =

2
2
b) Ta c6 BD vuéng gbéc véi mp(SAC) tai thm O cua hinh vuéng ABCD.
Trong mp(SAC), ké OK vubébng gbéc véi SC thi OK 1a duwong vuéng gboc

o l
chung cia BD va SC. Dé thiy d(BD ; SC) = OK = EAI (Al la duong cao

cua tam gidc vuong SAC). Ta cé

1 1 1 1 1
A2 AS? AC? &2 242

V6 a6

nén Al = ”T tir d6 d(BD : SC) = = u

Céu hoi va badii tap

. Cho tir dién ABCD ¢c6 AC = BC = AD = BD = a, AB = ¢, CD = ¢’. Tinh

khoang cdch gitra hai dudong thang AB va CD.

. Cho hinh lang tru ABC.A’B’C’ ¢6 tit ca cdc canh déu bang a. Géc tao boi

canh bén va mat phang ddy bang 30°, Hinh chi€u H cha diém A trén mat
phang (A'B’C”) thudc dudng thang B'C’.

a) Tinh khoang cdch giita hai mat phang ddy.

b) Chitng minh rang hai dudng thang AA” va B'C’ vuéng gbc, tinh khoang
cach gitra ching.

Cho hinh lap phu:mlg ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh bang a. Tinh khoang cich
gitra hai duong thang BC" va €D’
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. Cho hinh hop chir nhat ABCDA'B'C'D'c6 AB=AA"=a, AC"= 2a.

a) Tinh khoang céch tir diém D dén mat phang (ACD").
b) Tim dudng vuéng géc chung clia cic dudng thang AC” va CD’. Tinh
khoang cach gitra hai dudng thang ay.

. Cho hinh hép thoi ABCD.A'B'C'D’ ¢6 cédc canh déu bang a va

BAD = BAA’ = DAA’ = 60°. Tinh khoang cdch giita hai mat phang diy
(ABCD) va (A'B'C’D").

. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh chir nhiat va AB = 2a, BC = a. Cac

canh bén ciia hinh chép bang nhau va bing av2.

a) Tinh khoang cdch tir § dén mat phang ddy (ABCD).

b) Goi E va F l4an lurot 13 trung diém cta cdc canh AB va €D ; K 1a diém bat
k]qthu@c duong thang AD. Chimg minh rang khoang cdch giira hai dudng
thang EF va SK khoéng phu thuéc vao K, hiy tinh khoang cich dé theo a.

. Cho titr dién ABCD. Chirng minh rang néu AC = BD, AD = B( thi durdng

vuéng géc chung ctia AB va CD 1a dudng thang néi trung di€ém ctia AB va
CD. Diéu nguoce lai ¢6 ding khéng ?

ON TAP CHUONG III

| - Tém tat nhirng kién thire can nhdé

1.

w1

118

Dinh nghia vecto va cac phép todn vecto trong khéng gian ciing giéng nhur
trong mat phang. Ngoai ra :

a) Ba vecto goi 1a déng phang khi cdc gid cha chiing cliing song song véi
mot mat phang.

b) Diéu kién cdn va du dé ba vecto d, b, & déng phang 1a ¢6 ba s6 m, n, p
khéng déng thdi bang 0 sao cho mad + nb + pé = 0.

c) Néu ba vecto @, b, ¢ khoéng déng phang thi mbi vecto d déu cé thé
vi€t dudi dang d = md + nb + pc, v3i cice s6 m, n, p duy nhat.

Hai duong thang goi 12 vuéng gée véi nhau néu gée giira ching bang 90°.

— Mot duong thang goi 1a vuéng géc véi mot mat phang néu né vuéng géc
v6i moi dudng thang trong mat phang dé.

— Duong thang a vuéng géc véi mp(P) khi va chi khi ¢ vuéng gée véi hai
duong thang cat nhau cling nam trong (P).
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— Dinh 1f ba dudng vuéng géc : Drong thang b nam trén mp(P) vudéng géc
v6i duong thang a (a khéng vuéng géc véi (P)) khi va chi khi né vubng
g6c vai hinh chiéu (vuéng gbéc) cua a trén (P).
— Goéc giita duwong thang va mat phang 13 géc giita dudong thang va hinh
chi€u cua dwong thang dé trén mat phang (né€u hinh chi€u dé 1a moét diém
thi xem géc giita duong thang va mat phang bang 90°).

4. - Gbc giita hai mat phang 14 géc giita hai duwdng thang 14n luot vuéng géce
v6i hai mat phang dé.
— Hai mat phang goi 1a vuéng gbéc véi nhau néu gée giira chiing bang 90°.
— Diéu kién cin va di dé hai mat phang vuéng géc véi nhau 1a mat phang
nay chira duong thang vuéng gbéc véi mat phang kia.

5. — Khoang cdch tir mot di€ém dén moét mat phiang (dudng thang) 13 khoang
cdch tir di€ém dé dén hinh chi€u clia né trén mat phang (duong thang).
— Khoang cach giita dudng thang ¢ va mat phang (P) song song véi a 12
khoang cach tir mot diém nao dé clia @ dén mat phang (P).
— Khoang céch giita hai mat phang song song 13 khoang cdch tir mét diém
bat ki ctia mat phang nay dén mat phang kia.

6. — Khodang cdch giira hai dudng thang chéo nhau @ va b 1a d6 dai clia doan
vuéng géc chung IJ, trong dé I, J 14 cdc giao diém ctia dudng vubng géc
chung ctia a va b véi a va b.

— Khoang cidch giita hai dudng thang chéo nhau bang khoang cdch giira
mot trong hai dudng thang dé va mat phang song song véi né, chita diwdng
thang con lai.
— Khoang cdch giita hai duong thang chéo nhau bang khoang cach giira hai
mat phang song song lan luwot chita hai dudng thang dé.

7. — Mat phang di qua trung diém O ctia doan thang AB va vuéng géc voi AB
goi 12 mat phang trung truc clia AB.
— Mat phang trung trie cia mot doan thang 14 tap hop cdc di€m cdch déu
hai ddu miit cta doan thang dé.

— Tap hop cdc diém cdch déu ba dinh clia tam gidc ABC 1a dudng thang
vuéng géc véi mat phang (ABC) va di qua tAm dudng tron ngoai ti€p tam
gidc ABC. Duong thang dé dwoc goi 12 truc cua tam gidc ABC.

Il - Cau hdi tu kiém tra

1. Cho tir dién ABCD. Goi G la trong tdm cua tu dién va A" 1a trong tim tam
gidc BCD. Cic khang dinh sau ding hay sai ?
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L

L2

7y

120

—

2) GA+GB+GC+GD=0 ;
b) MA + MB + MC + MD = 4MG véi M 13 mot diém tuy v :

ol 2_,
c) GA = —EAA' ;

d) AB + AC + AD = 3AA’" .

Trong khoéng gian, hiy néu cach chitng minh :

a) Dudng thang vuéng géc véi dudng thang ;

b) Puong thang vuéng géc véi mat phang ;

c¢) Hai mat phang vuéng géc véi nhau.

Hay néu cach tinh :

a) Khoang cach tir mot di€ém dén mét dudng thang ;
b) Khoang cach tir mot di€ém dén mot mat phang ;
c) Khoang céch giita mot dudng thang va mot mat phang song song véi né ;
d) Khoang c4ch giita hai mat phang song song ;

e) Khoang cdch giita hai dudng thang chéo nhau.

Bai tap

Tit dién OABC c6 OA = OB = OC = a vi AOB = AOC = 60°, BOC = 90°.
a) Chirng to rang ABC 13 tam gidc vubng va OA 1 BC.

b) Tim dudng vudng gbée chung I/ cuia OA va BC ; tinh khoang cach giira

hai duong thang OA va BC.
¢) Chitng minh rang hai mat phang (ABC) va (OBC) vuéng gbc véi nhau.

—

Cho hinh chép S.ABC c6 SA = SB = SC = a, ASB = 120°, BSC = 60°,
CSA = 90°.

a) Chirng to rang ABC 14 tam gidc vuong.

b) Tinh khoang c4ch tir § d€n mat phang (ABC).

Cho hinh chép S ABCD cé ddy 1a hinh vuéng canh a, SA 1 (ABCD). Hai diém
M va N lan lwot thay déi trén hai canh CB va CD, dat CM = x, CN = y. Tim
hé thitc lién hé gitra x va y dé :

a) Hai mat phang (SAM) va (SAN) tao véi nhau géc 45° ;

b) Hai mat phang (SAM) va (SMN) vudng géc véi nhau.

Tam gidc ABC vubdng c¢d canh huyén BC nam trong mp(P), canh AB va AC
lan lwot tao véi mp(P) cdc géc B va 7. Goi « la gbéc tao bdi mp(P) va

mp(ABC'). Chitng minh rang sin’a = sin’ L+ sin’ 7.
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Cho tir dién OABC c6 OA, OB, OC d6i mo6t vuodng goc voi nhau va OA = a,
OB = b, OC = ¢. Goi H 1a hinh chi€u ctia O trén mat phang (ABC). Tinh
dién tich cac tam giac HAB, HBC va HCA.

Cho hinh lang tru ditng ABC.A'B'C’ ¢6 diay ABC la tam giac vubdng tai
dinh C, CA = a, CB = b ; mat bén ABB’A’ 14 hinh vuéng. Goi (P) 12 mat
phang di qua € va vuéng gbc v6i AB’.

a) X4ac dinh thi€t dién cta hinh lang tru da cho khi cat béi (P). Thiét dién
la hinh gi ?

b) Tinh dién tich thiét dién néi trén.

Mot tir dién duoce goi 1a gan déu néu cic canh déi bang nhau timg dé6i mot.
Véi tir dién ABCD, chitng to céc tinh chét sau 14 trong duong :

a) Tir dién ABCD 1a gin déu ;

b) Cdc doan thang néi trung di€ém cap canh déi dién d6i mét vuong gée
vO1 nhau ;

¢) Céc trong tuyén (doan thang néi dinh véi trong tam mat d6i dién)
bang nhau ;

d) Téng cdc gbéc tai mdi dinh bang 180°.

Cho tif dién ABCD. Cat tir dién dé theo cdc canh AB, AC, AD va trai céc
mat ABC, ACD, ADB 1én mat phang (BCD) (xem hinh 133). Hinh phang
gém céc tam gidc BCD, A|BC, A,CD, AyBD goi 1A hinh khai trién cta
tir dien ABCD trén mat phang (BCD).

B D
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Hinh 133
a) Chitng t6 hinh khai trién cta tit dién gan déu ABCD trén mp(BCD) 1am

thanh mot tam giac nhon.
b) Dung bia citng cat va dian dé c6 mot tit dién gan déu.
Cac cau hoi tridc nghiém

Cho hinh tir dién ABCD c¢6 trong tam (. Ménh dé nao sau day 1a sai ?

_ 1 . - - - - + - - —
(A) OG = E(OA 4 OB OD) : (B) GA+ GB+ GC +GD =0 ;

(C) AG = é(AB +AC + AD) ; (D) AG = %(AB +AC + AD)

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Hai dwong thang cing vuéng géc véi mot duwong thang thi song song
vOl nhau ;

(B) Hai dudng thang cling vubng géc véi mot dudng thang thi vubng géc
vOl nhau ;

(C) Mot duong thang vubng géc véi mot trong hai duong thang song song
thi vuéng géc véi duwong thang kia ;

(D) M6t dudng thang vubng géc v4i mot trong hai dudng thang vubéng géc
vGi nhau thi song song véi dudng thang con lai.

Cho hai dwong thang phan biét @, b va mat phang (P), trong dé a L (P).
Ménh dé nao sau day 1a sai ?

(AYNéu b //(P)thib L a; (B)Néu b L (P)thib//a:;
(C)Neéu b // athi b 1L (P); (D) N€u b L athib// (P).

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Hai duong thang cling vuéng géc véi mot mat phang thi song song ;

(B) Hai dudng thang phan biét ciing vuéng gbc véi mot duong thang thi
song song ;
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(C) Hai mat phang phan biét ciing vuéng géc véi mot dudng thang thi
song song ;

(D) Hai mat phang phan biét cing vuéng géc véi mdt mat phang thi
song song.

Ménh dé nao sau day 1a ding ?

(A) Hai mat phang vuéng géc véi nhau thi moi dudng thang nam trong mat
phang nay s& vuéng géc véi mat phang kia ;

(B) Hai mat phang phan biét cling vuéng géc véi mot mat phang thi
vuoéng géc vdi nhau ;

(C) Hai mat phang phan biét cling vuéng géc véi modt mat phang thi
song song vdi nhau ;

(D) Ba ménh dé trén déu sai.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nio ding ?

(A) C6 duy nhat mét dudng thang di qua mét di€ém cho trude va vudng géc
v6i moét dudng thang cho trude ;

(B) Cé6 duy nhat mét mat phang di qua mét dudng thang cho trude va
vuéng gbéc véi mot mat phang cho trude ;

(C) C6 duy nhat mo6t mat phang di qua mét di€m cho truée va vudng gée
v6i mot mat phang cho trude ;

(D) C6 duy nhit mét mat phang di qua mét di€m cho trude va vudéng géce
v6i mot dudng thang cho truée.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Néu hinh hép ¢6 hai mat 1a hinh chir nhat thi né 1a hinh hép chir nhat ;
(B) Né&u hinh hép ¢6 ba mat 1a hinh chir nhat thi né 1a hinh hép chir nhat ;
(C) Né€u hinh hép ¢6 bén mat 1a hinh chir nhéat thi né 1a hinh hop chir nhat ;

(D) Né&u hinh hép ¢6 nam mat 1a hinh chir nhét thi né 1a hinh hép chir nhat.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Néu hinh hép ¢6 hai mat 1a hinh vuéng thi né 1a hinh lap phuong ;

(B) Néu hinh hép ¢6 ba mat chung mét dinh 1a hinh vuéng thi né 1a hinh
lap phuong ;

(C) Néu hinh hop ¢6 sdu mat bang nhau thi né 1a hinh 1ap phwong ;
(D) Néu hinh hop c6 bén dudng chéo bang nhau thi né 1a hinh 1ap phwong.

Cho hinh chép S ABC c6 diy la tam gide déu. Tim ménh dé ding trong céc
ménh dé sau :

(A) S.ABC 1a hinh chép déu né€u cdc mat bén ctia nd 13 tam gidc cén ;
123
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11.
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(B) S.ABC 13 hinh chép déu néu cdc mat bén ctia nd 1a tam gidc can véi dinh S ;
(C) S.ABC 1a hinh chép déu néu géc giira cdc mat phang chita cdc mat bén
va mat phang chita d4y bang nhau ;

(D) S.ABC 13 hinh chép déu néu cic mat bén c¢6 dién tich bang nhau.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Dudng vuéng géc chung ciia hai dudng thang chéo nhau thi nam trong
mat phang chira dudng thang nay va vuéng géc véi duong thang kia ;

(B) Budng vuéng géc chung cta hai dudng thang chéo nhau thi vuéng géc
v6i mat phang chira duong thang nay va song song véi dudng thang kia ;
(C) Mot dwong thang 13 dudng vuéng géc chung ctia hai dudng thang chéo
nhau néu né vudéng gée véi ca hai dudng thang dé ;

(D) C4dc ménh dé trén déu sai.

Hinh ti& dién ABCD c6 AB, AC, AD d61 mét vuéng géc va AB =AC = AD = 3.
Dién tich tam gidc BCD bang

QJ_ QJ_ 27

(A) — (B) — (CY 27T : (D) Cl

. Hinh hop ABCDAB'C'D’ c6 AB = AA" = AD = ava A'’AB = A’AD = BAD = 60°.

Khi dé, khoang céach giita cdc dudng thang chita cdc canh d6i dién cia tit
dién A’ABD bang :

‘/_ (B) M (©) av? ;

3a
D) —.
()2

BAI TAP ON CUOI NAM

Cho tam gidc ABC va cdc diém M, N, P 1an luot 1a trung diém clia c4c canh
BC, CA, AB.

a) Xét bén tam gidc APN, PBM, NMC, MNP . Tim phép d&i hinh bién tam
gidc APN lan lrot thanh mét trong ba tam gidc con lai.

b) Phép vi tir nao bi€n tam gidc ABC thanh tam gidc MNP ?

c) Xét tam gidc c¢b ba dinh 14 truc tdm cla ba tam gidc APN, PBM va
NCM . Chirng té rang tam gidc d6 bang tam gidc APN. Chitng minh diéu dé
ciing ding néu thay truc tam bang trong tam, hoac tam dirong tron ngoai
tiép, hoac tam duong tron noi tiép.

baitap365.com



12

Cho tir gidc ABCD nbi ti€p dudng tron (O). Goi M, N, P, Q lan luot 1a
trung diém clia cdc canh AB, BC, CD va DA. Ké MM’, NN’, PP’, OQ’ lan
lwot vudéng géc véi CD, DA, AB, BC'.

a) Goi I 1a giao diém ctia MP vi NQ. Phép d6i xing tam D; bién cic
dudng thang MM’, NN’, PP’, QQ’ thanh nhitng dudng thang nao ?

b) Chitng td rang bén dudng thang MM’, NN’, PP’, QQ’ déng quy tai mot
diém. Nhan xét gi vé vi tri diém déng quy va hai diém I, O ?

Cho tam giac ABC va hai hinh vuéng ABMN, ACPQ nhu hinh 134,
a) Xac dinh phép quay bién tam gidc ABQ thanh tam gidc ANC.
Q

Hinh 134
b) Chitng t6 rang hai doan thang BQ, CN bang nhau va vuéng géc véi nhau.

c) Goi O, O’ 1a tam cta c4c hinh vuéng, I 13 trung di€m ctia BC'. Chig
minh rang tam gidc OIO’ 1a tam gidc vuéng cin.

Cho tit dien ABCD. Goi M, N lan lrot 1a trung diém cta BC va BD ; P 1a
mo6t diém thay d6i trén doan thang AD.

a) X4c dinh giao diém Q clia mp(MNP) va canh AC. Tt gidc MNPQ la
hinh gi ?

b) Tim quy tich giao diém I cia QM va PN.

c¢) Tim qu¥ tich giao di€ém .J cia ON va PM.

Cho hinh hép ABCD A'B’C’D’. Diém M nam giita A va D, diém N nam giira
AM CN

MD NC'

a) Chirng minh rang dudng thang MN song song véi mp(ACB’).

(’va (' sao cho

b) X4c dinh thi€t dién ctia hinh hop khi cat bdi mat phang di qua MN va
song song vol mp(ACB’).
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Cho ba tia Ox, Oy, Oz khoéng déng phang. Ching minh rang cdc tia phan
gidc ngodi cia cac géc xOy, yOz va zOx déng phang.

Cho hinh chép S ABC. Goi K va N lan lrot 1a trung di€ém ctia SA va BC ;
M 14 diém nam giita S va C.

a) Chimg minh rang mat phang di qua K, song song véi AB va SC thi di qua
diém N.

b) Xic dinh thiét dién cua hinh chép S.ABC khi cat bdi mp(KMN).

Chirng té rang KN chia thiét dién thanh hai phin ¢6 dién tich bang nhau.

Cho hinh chép tir gide déu S.ABCD c¢6 canh ddy bang a va canh bén
bang a2.

a) Tinh khoang cach tir § dén mp(ABCD).

b) Tinh khoang cédch giita duong thang AB va mp(SCD).

¢) Tinh khoang cé4ch giita hai dudng thang AB va SC.

d) Goi (P) 1a mat phang di qua A va vuoéng géc véi SC. Hay xdc dinh thi€t
dién cna hinh chép khi cat bai (P). Tinh dién tich thi€t dién.

e) Tinh géc giita dudng thang AB va mp(P).

Cho tam giac ABC vuoéng tai A, AB = a, BC = 2a. Hai tia Bx va Cy cung
vubng géc véi mp(ABC) va nam vé moét phia d6i véi mat phang dé. Trén
Bx, Cy lan luot 14y céc diém B’, (" sao cho BB’ = a, CC’ = m.

a) Véi gia tri nao cua m thi AB'C’ la tam giac vubéng ?

b) Khi tam gidc AB'C’ vuéng tai B’, ké AH 1 BC. Chitng minh rang B'C'H
[a tam gidc vuéng. Tinh géc giita hai mat phang (ABC) va (AB'C").
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HUGNG DAN GIAI —- DAP sO

Chuong |

1. d tring d’khi d song song véi gid clia u.
d song song vdi d' khi d khong song song
vdi gid ctia u.
d khéng bao gi& cat d'.

2. Lay hai diém A vd A’ ldn luot nam trén «

va a’. Phép tinh tién theo vecto AA’ bién
a thanh a".

4. Quy tich M’ la anh ctia duong tron (O) qua
phép tinh tién theo vecto AB.

5. b)) d= = \/(-"'I - _1'2)2 +(¥ — ¥ }2.
c) F la phép doi hinh.
d) Khi & = 0, F la phép tinh tién theo
vecto ul(u ; b).

6. F; la phép doi hinh.

7.a) Khid /[ a.
b) Khi d L a hoac d trung véi a.
c) Khi d cat ¢ nhung khéng vuéng géc véi a.
Khi d6, giao diém clia  va d’ nam trén a.

d) Khi goc giita d va a bang 45°.

8. Anh clia (‘¢)) 1a duong tron (€'')) :

4y +4x+5v+1=0.

Anh cha (%) chinh 1a (6).

9. Goi X la diém déi xiing véi A qua Ox, Y la
diém déi ximg véi A qua Oy. Poan thang
XY cat Ox, Oy lan luot tai B va (. Tam
giac ABC co chu vi nho nhat.

11. b) Chi y rang néu ham s6 y = f{x) chan
thi f{—x) = flx).

13. Dimg phép quay tam O véi géc quay 90° thi
(; bién thanh .

16. a) Giao diém ctia hai dudng thang dé.

b) Nhiing diém céch déu hai dudng thang dé.
c) Trung diém doan thang néi tam hai
duong tron.

d) Trung diém clia doan thang néi hai tiéu
diém ctia elip.

e) Trung diém cilia doan thang néi hai tiéu
diém ctia hypebol.

19. Phuong trinh ctia A' la :
ax+byv+e—2(axg+ byy +¢)=0.

21. ¢) Cé thé khéng bang nhau.

23. Hay chiing minh hai tam giac 0;0,0; va

24. Puong thang di qua hai tam ciia hai hinh
binh hanh.

28. Ding phép vi tu tam A, ti s6 2 dé bién
diém M thanh diém N.

29, Dang phép vi tu tam 7 bién M thanh N.

30. Puodng thang BC di qua tAm vi tu ngoai
cua (0) va (0O').

On tap chuong I

1. Diing phép déi xiing qua dudng thang d.

2. Tam déi xting 14 giao diém ctia hai truc déi
xing.

3. Ldy diém A’ sao cho AA’ = P_Q.

5. M va My d6i xiing v6i nhau qua diém 7,
trong do ABCT la hinh binh hanh.

6. F la phép tinh tién khi k£ = 1 va la phép vi
tukhik=1.

9. Hiy tim quy tich trung diém ctia BC, tir dé
suy ra quy tich G.

Cac cau hol trac nghiém chuong I

. (D);2.(B);3.(C);4.(D);:5.(B); 6. (B);

7.(D):8.(D); 9. (D); 10. (A); 11. (C) ; 12. (C).

Chuong Il
9. St dung phuong phdp phan chiing.

10. Hiy ching minh giao tuyén ctuia hai mat
phang (M, a), (M, b) nam trén mp(O, c¢).
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11. a) Hay chiing minh giao di€ém 7 clia CM
va 8O la giao diém ctia mp(C MN) véi $O.
b) Stt dung két qua céu a).

16. Goi N la giao diém clia SM va (D ; O la
giao diém chia AC va BN.

a) mp(§BM) mmp(SAC) = 50 ;

b) Giao diém ctia BM véi mp(SAC) 1a giao
diém ctia BM véi SO ;

c) St dung két qua cau b).

19. a), b) : St dung dinh Ii vé giao tuyén cta
ba mat phang.

21. Goi I la giao diém ctia RQ véi BD. Hiy
ching minh § la trong tam tam giac ABJ.

22. a) Goi P, Q lan luot 1 trung diém clia AB
va (D ; A’ 1A giao diém clia AG véi BO. Ké
PP' || AA" (P’ € BQ). Hay chung minh A" la
trong tam tam giac BC'D. Tur do suy rab).

27. Thiét dién la hinh thang ¢6 hai canh ddy
song song voi AB.

28. Thiét dién la moét ngh gide cé6 mot canh
song song vol BD va co hai canh song
song vol SA.

35. Goi My, N, lahai diém c6 dinh lan luot
nam trén (P) va (Q) ; I, la diém thuéce

Ig M,
= k. Tap h
IoNg 1p hop

doan M N, sao cho

cac diém I 1a mat phang (R) qua I, dong
thoi song song vdica (P) va (Q).

37. b), c) Xét mat phang (ACC’A").

38. Sit dung tinh chat : Téng binh phuong cic
dudng chéo ctia mét hinh binh hanh bang
tong binh phuong céc canh.

42. Hiy ching minh cde trung tuyén ctia tam
gidge A'B'C’ la hinh chiéu cha cac trung
tuyén cuia tam gidc ABC',

47. Thuc hién phép chiéu song song lén
mp(ABC D) theo phuong BC,. Goi B la
hinh chiéu cia B,. Khi d6 .J 1a giao diém
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cia DB’ v6i AC. Trong mp(B,B'|D), ké.JI
ID |

song song véi B'\B; (/€ B D). — = —.
B, 2

On tap chuong I1

3. Cac hinh a), b), d), ), g). h).

4. a) Hiy chiing minh DM va EN cat nhau tai
trung diém 7 clia AB.
b) Hay chiing minh M{N, /[ DF.
c) St dung a) vab).

5. b) St dung phép chiéu song song Ilén
mp(A;B;C'}) theo phuong A4,.
c) Goi L, L’ lan luct 1a trung diém clia AG,
A'G"va L 1a giao di€m chia LL’ véi A G, .
St dung tinh chét dutng trung binh cta
hinh thang dé suy ra diéu phai chiing minh.

7. St dung dinh Ii Ta-1ét dao.

8. a) Goi M, N; lan luot la hai diém cé
dinh thudc cac tia Av va By sao cho
AM,
BN,
song v&i mat phang c6 dinh chida MyN,

= k. Hay ching minh MN song

va song song voi AB.

b) Goi O la di€ém thuéc doan AB sao cho
OA
OB
song v6i Av va By. Tap hop cdc diém 7 14 tia
phan gidc Ot etia goc x'OY’.

=k ; Ox’, Oy’ lan luot la cdc tia song

Cac cau hol trac nghiém chuong I1
.L(B);2.(B):3. (B):4.(D):3.(C): 6.(A);

7.(B):8.(B):9.(C): 10. (C); 11. (D) ; 12. (A).
Chuong lil

1. a),b) : Co.
2. b) Heé thuc

SA+ 5B + 5C + SD = 450

& OA+OB+0C +0D =0

baitap365.com



& 2(OM +ON) =0 (M va N lan luot la
trung diém ctia AC vad BD). Tu dé
O=M=N.

3.Dat AA'=d, AB=h, AC = . Tinh GI

vi CG' theo a, b, ¢, tu do suy ra dicu
phai chiing minh.
4. Dat AB=a, AD=5h, AA'= ¢ va chung

E—

. by oy
minh GG' = E(:}u — ).

5. b) Ta OM=xOA+ yOB +:z0C vai
x+yv+z=1,suyrax=1-y—z tirdo di
dén AM = _I’IE?: + ZAC.

6. Sir dung két qua bai tap 3.

8. a) Chiing minh bang phan chiing.

b) Gia st ba vecto a, E, ¢ clung vuong
géc véi ii. Néu @, b khoéng cing phuong
thi @, b, 7 khong déng phang, tir d6
e= rff—k_*.ﬂ—kzﬁ. Ta Gii=bii =Cil =0
suyraz=0.

9. Viét BC.SA=(SC - SB)SA va sii dung
SA =SB =5C, ASB = ASC.

10. ABAC = AC.AD < AC(AB— AD) =0
& ACDB =0 < AC | DB.

oz L% =—5 o g
11. b) Co IJ = E(AD+B('). Tinh AB.IJ va

CDIJ.
13. a) Pung ; b), c) Sai.

16. Chiing minh ABD = ACD = 90°.
17. a) Ching minh :
BC* < AB” + AC?,
AC? < AB® + BC?,
AB* < AC*+ BC.
b) Dung dinh i ba duong vuéng goéc.

c) St dung cong thic tinh duong cao tng
v6i canh huyén trong tam gidc vuéng.

T

19. a) Ké SH | mp(ABC). Do 8A = 8B = SC

va ABC la tam gidc déu nén H trung vdi
trong tim G cha tam gidc ABC .
b) Keé AC; LSC thi (P) chinh la
mp(ABC'|). Vi SAC la tam gidc cin, ma
AC | L 8C nén | nam gitia § va C khi va
chi khi ASC < 90° hay a’ < 2b°.

ul\th > .

4h

LSZ_LB{' ‘I =

20. b) i) <> iii) : AB” + €D’ = AC” + BD”

— ) 2
& AB +(AD— AC)? = AC™ +(AD— AB)?

& AD.CB = 0. Tuong tu ta co dpem.

c) Chitng minh ba duong cao cua ti dién
doi mot cat nhau va khéong cing nam
trong mot mat phang.

21. a), b), ¢), ) : Sai.
d).e), g) : Pung.

22. St dung
AC? + AC* + BD”? + B'D*

== 4((!1 + sz + c'z}

dé di dén AC'= A'C =BD'= B'D.

23. a) Chiing minh AC” | BD va AC" 1 BA'.

ol

b) Canh cta thiét dién bang

3\/’52
4

2
2

Dién tich thiét dién bang

o -

24. Goi O la giao diém clia AC va BD. Ké
00, L $C thi ¢ L mp(BO,D). Hiy
chiing minh E—C;]_f} > 90° va quy bai todn
vé xdc dinh x dé BO,D = 120°.

Dap s6 : x=a.

25. Goi I 1a trung diém cia BC. Ké I/ L €D
thi thiét dién la tam giac vuéng AlLJ.
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26. a) Hinh hop chii nhat.
b) Hinh hop thoi.
c) Hinh lap phuong.

27. a) AB = 2{-:.*‘jl — .1'1}. b ki0)s

I7 = %szl —x%y,

ast3

b) x =

28. b) Bang cdch xét mp(P) di qua A sao cho
B, ' nam vé cung mot phia déi véi (P),
sau dé goi D la giao diém cha (P) véi
dudng thang BC va st dung két qua chia
ciu a) dé di dén diéu phai chitng minh.

29. Goi /I va.J lan luot 14 trung diém ctia AB,
CDthiI7 1 AB,I7 | ¢D. Khido

1 :
I = EJﬁlu? - (c.‘z +c"1) vol 4&2}1:‘24-("2.

30. a) AH -
2

b) Ké duong cao HK ciia tam gidc vuong
AHA' thi HK la duong vuoéng goc chung
ctia AA’ va B'C”. Tinh duge HK = 2

a3
3

3
4

31.

32. a) Xét DACD’ la tii dién c6 DA, DC, DD’
doi mot vuong goc ; tir do tinh duogc
a~10
5
b) Chimg minh AC” 1 C'D’. Puong vuong goc
chung ctia AC” va C'D" 1a 17, 6 d6 [ la tung
diém clia €D’ va J 1a chan dudng vuéng géc

d(D ; (ACD")) =

ké tir 7 xuéng AC". Tatinh duoc 17 = %

33. Chiing minh A’ABD la ti dién déu va suy
a6
3

ra khoang cach phai tinh la

34 a) SH = ”23.
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b) d(EF ; SK) = d(H ; (SAD)) = HJ (HT la
duong cao cua tam gidc vuong SHI véi [

: . . 21
12 trung diém ctia AD) va HJ = z =

35. a) Goi I 1a trung diém chia AB, J la trung
diém clia CD. St dung tinh chat : Trong
tam gidc can thi duong trung tuyén vé tu
dinh cting la dudng cao chia tam gidc.

"y

CD

b) Tt AC” + AD” = 2A7° ey
2 2 ¥ . CD°

BC™ + BD™ = 2BJ -I—fT

suy ra AC? + AD? = BC? + BD?.

Hé thic CB? + CA? = DB? + DA? ciing
duoc suy ra tuong tu nhu trén va tir do di
dén dic¢u phai chiing minh.

On tap chuong I1I
2. a) AC = u-\/iq BC = a, AB = a~3 nén
tam giac ABC vuong tai .

of
b) =
2

3. a) 2a’+ xy =2a(x+ y).

b) ay= x(a — x).

4. f= ABA', y = ACA", @ = AHA' (AA’L (P),
AH 1 B(C') va dung cong thiic

1 i I
AH? AB®  AC?
S B S B,
Zﬂuzhz +b2%e? +c%a’
Supe = b ’
2\/&‘)‘!}2 + b2e? +c%d?
(LEUE

SHCA = '

2‘\/-::2.-‘12 + b2 4eda®

6. a) Thié€t dién la tam gidc vuong CHK, ¢ dé
CH |1 AB,HK | AB'.
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ujhﬁ

b) S = —— =
e +h%)

7. a) <> d) * St dung tinh chéit bang nhau ctia

hai tam gidc va téng cdc géc trong clia
mot tam gidc bang 180°.

* Trai cac mat ABC, ACD, ADB lén
mp(BC D) va khang dinh hinh khai trién
cua td dién ABCD trén mp(BCD) la tam
giac nhan BC, C'D, DB la ba duong trung
binh ctia tam gidc dé va tir do6 suy ra di€u
phai ching minh.

8. Theo két qua bai 7, hinh khai trién cta td

dién ABCD trén mat phang (BCD) 1a tam
giac AjAyA5 trong do BC, C'D, DB la ba
duong trung binh cua tam gidc nay.
Chiing minh ti dien AA;AyA5 co AA|,
AA,, AA; do1 mot vuong goc, tur do suy ra
diéu phai chiing minh.

Cac cau hol trac nghiém chuong ITI
1. (C) ;2. (C); 3. (D): 4 (C); 5 (D) ; 6. (D) ;

7. (D) ;8. (B):9 (B): 10. (B) ;: 11. (A) :
12. (A).

On tap cudi nam

1. b) Phép vi tu tim G, ti s6 k = —% (G la

!\i

trong tam cla tam gidc ABC).

a) Phép déi xiung tim D, bién : duong
thang MM’ thanh dudng thang PO, dudng
thang NN’ thanh dudng thang QO. dudng
thang PP’ thanh dudng thang MO, dudng
thang QQ’ thanh dudng thang NO.

3. a) Phép quay tam A, géc quay ¢ = —90°,

5. a) Str dung dinh li Ta-1ét dao.

9=

b) Truong hop M khong 1 trung diém
cua SC thi thi€t dién la MKPN, trong dé
P=0ONmnAB, Q=MKnn AC. Do

SkMN = SpEN
<> OM= OP (O = MP N KN)
< dM; (a) = d(P ; (o)) ((e) 1a mat phfmg
qua K, song song vadi AB va SC'), vado
dM; (@) = dS ; (@),
d(P; (@)= d(A; (@),
d(§ ; (@) =d(A; (9),

nén suy ra két luan cua bai todn,

al6

« d) NH = :

2

b) d(AB ; (SCD)) = d(E ; (SCD)) =

a~f42
7
(E la trung diém clia AB).

J42
¢) d(AB ; SC) = d(AB ; (SCD)) = “T
d) Thiét dién la AB{C'|D| trong dé (| la
trung diém cta SC, B;D, // BD, B|D, di
qua giao diém clia AC| va SH.

a’3

HABI[ WDy T 3

e) Ké HI // SC, 14y diém J sao cho BHIT la
hinh binh hanh. Khi dé B7 L (P) nén BAJ
la goc gitia AB va (P).

V2

smBji:f =
4

9. aym=2a;m=0.

5a°
4 4
tdt do B'C'H la tam giac

b) Ching té6 BH? =

B'C'? =542,
vuong tai B'.
Tu he thic 8 ;0 = 8 45¢--cos@ (v6il lagiao
diém clia B'C"va BC', @la géc gitia mp(ABC)

30

vamp(AB'(")),taco cos@ = W
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